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Über transzendente p-adische Zahlen. 11. 


Zur Approximation transzendenter p-adischer Zahlen durch rationale. 


Von Alfred Günther in Göttingen. 





$ 1. Ergebnisse. 


Wie im ersten Teil dieser Arbeit sei 8 ein algebraischer Zahlkörper vom Grade 
g = 1 über dem Körper R der rationalen Zahlen und p ein Primideal in $, das in der 
Primidealzerlegung der natürlichen Primzahl p in & von der Ordnung e vorkomme. Die 
perfekte Hülle von & bezüglich der p-adischen Bewertung sei wieder mit $, bezeichnet. 

Es gilt das folgende p-adische Analogon eines Satzes von Liouville: 

Es sei & eine algebraische p-adische Zahl vom Grade s = 2. Dann gibt es eine positive 
Konstante c derart, daß die Ungleichung 
Iı 
92 v 
höchstens endlich viele Lösungen in zueinander teilerfremden ganzrationalen Zahlen q, und 
gs mit Max {| q, |, |g2 |} = g besitzt. 


<eg" 


Ist also h(g) eine reelle Funktion von g mit lim h(g) = ®o und £ eine p-adische 


> © 


Zahl derart, daß die Ungleichung 
Iı h(q) 
ud rt Bine 
92 v 
unendlich viele Lösungen in zueinander teilerfremden ganzrationalen Zahlen gq, und 9 
mit Max {|q,|, |g2 |} =g hat, so ist die Zahl £ transzendent. Sie werde auch hier als 
eine Liouville-Zahl bezeichnet. 
Im Jahre 1939 bewies A. Gelfond den folgenden Satz°): 
Es seien «x und ß zwei algebraische p-adische Zahlen mit 
1 1 
0<ja—1l,<p ?', 0<|p—i,<p ?". 


Ferner sei 
_log« 
710g ß 
eine irrationale ganze p-adische Zahl. Dann besitzt die Ungleichung 
1 og +t® 
in Iı <p log" gq 
G2 v 


für jedes e > 0 höchstens endlich viele Lösungen in zueinander teilerfremden ganzrationalen 
Zahlen q, und g, mit Max {|q, |, |g3|} =. 


9) A.Gelfond, Sur la divisibilit6 de la difference des puissances de deux nombres entiers par une puissance d’un 
id6al premier. Recueil math. (Moscou), N. S. 7,49 (1940), S. 7— 25. 
Journal für Mathematik. Bd.193. Heft 1/2 1 
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Ist nun £ eine p-adische Zahl mit 
1 


0<1B—1,<p "’ 
und n eine ganze p-adische Zahl, also | » |, < 1, so genügt die Zahl x = ß” der Ungleichung 


1 
0<la—il,<p ?’. 
Damit ergibt sich aus dem Gelfondschen Satz unmittelbar die 


Folgerung. /st ß eine algebraische p-adische Zahl mit 
1 


0<|ß—1l,<p M! 
und n eine irrationale ganze p-adische Zahl derart, daß die Ungleichung 


_“ > : log? +%g 
92 » 

unendlich viele Lösungen in zueinander teilerfremden ganzrationalen Zahlen gq, und g, mit 
Max {|gqı |, |g2|} =g besitzt (d.h. also: ist n eine geeignete Liouville-Zahl), so ist die 
Zahl $" transzendent. 


In dieser Arbeit sollen folgende Sätze bewiesen werden: 


m <p (e>0) 


Satz 5. Ist & eine algebraische p-adische Zahl mit 
1 
0<ja—il,<p ?!, 
ß eine p-adische Zahl mit 
1 


0<1B—1,<p 


und 
__loga 
 IJogP 
eine irrationale algebraische ganze p-adische Zahl, so besitzt die Ungleichung 
1 j0g2+e 
| - - 10g 
| ß 4 i z» 


Ge iv 
für jedes e> 0 höchstens endlich viele Lösungen in zueinander teilerfremden ganzrationalen 
Zahlen q, und g, mit Max {|g, |, |92|} = 1. 


Folgerung. Ist n eine irrationale algebraische ganze p-adische Zahl und ß eine p-adische 
Zahl mit 


1 
0</8—1|l,<p 27 
derart, daß die Ungleichung 
IB <p*" * (>09) 
unendlich viele Lösungen in zueinander teilerfremden ganzrationalen Zahlen q, und q, mit 
Max {|gq, |,|g2 |} = q besitzt (d. h.: ist ß eine geeignete Liouville-Zahl), so ist ß" transzendent. 


Satz 6. Ist x eine p-adische Zahl mit 
1 


0</a—A,<p ’!, 


ß eine algebraische p-adische Zahl mit 


1 


0<]8—1,<p 








N 





v. 


e 


it 
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und 
log «& 
1 og ß 
eine irrationale algebraische ganze p-adische Zahl, so besitzt die Ungleichung 
RR. 2 +8 
&— 9ı ut Alles .. 
92 » 


für jedes e> 0 höchstens endlich viele Lösungen in zueinander teilerfremden ganzrationalen 
Zahlen q, und ga mit Max {|q,|, 191} =g- 


Folgerung. Ist ß eine algebraische p-adische Zahl mit 
1 
0</jß—1l,<p M' 
und ist n eine irrationale algebraische ganze p-adische Zahl, so besitzt die Ungleichung 


1 I 
Fa r log+®g 





I_ 
| p 92 
für jedes e> 0 höchstens endlich viele Lösungen in zueinander teilerfremden ganzrationalen 


Zahlen q, und q, mit Max {|q,|,19a |} =g- 


Diese Ergebnisse stehen in Analogie zu den Untersuchungen von Ricei!°) über die 
Approximation transzendenter reeller Zahlen durch rationale. 


Ip 


$ 2. Hilfssätze. 


Eine p-adische Funktion f(x) heißt Normalfunktion‘‘), wenn sie als Potenzreihe 
fa) = a,2’ 
‚-0 


darstellbar ist mit Koeffizienten a,, die den beiden Bedingungen 


ı,l,=s1 v=0,1,...) 
und 
lim | a, |, = 0 


vo®© 


genügen. Diese Potenzreihe konvergiert für alle ganzen p-adischen Zahlen x, und es gilt 
If), S1 für |x|, s1. 


Ist ferner x, eine ganze p-adische Zahl, so ist f(x) als Potenzreihe 


fl) = Eb(a — 2)" 


0 
darstellbar. Diese Reihe konvergiert ebenfalls für alle ganzen p-adischen x, und die 
Koeffizienten b, genügen wieder den Bedingungen 
Id,|, s1 (=0,1,... 
und 
lim |b, |, =. 
Ferner sind Summe, Produkt und Ableitung von Normalfunktionen wieder Normal- 
funktionen. 


10) @. Ricei, Sul settimo problema di Hilbert. Ann. R. Scuola Norm. Sup. Pisa (2) 4 (1935), S. 341—372. 
u) K. Mahler, l.c. Fußnote ®). 


1* 
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Hilfssatz 5.'?) Besitzt die Normalfunktion f(x) an den Stellen 
x = pl (t=0,1,..,r8—1) 
je eine Nullstelle der Ordnung r,, so gilt für jedes ganzrationale t = 0 und jedes ganzrationale 
20: 
I) Sp”. 

Hilfssatz 6. Ist /(x) eine Normalfunktion, so ist das Polynom Q (x) vom Grade r,rz,— 1, 

das durch die Forderung 
Br FE 


Q” (pt) =! (pt) t=0,1,..,r —1 


bestimmt ist, ebenfalls eine Normalfunktion, und es gilt für jedes ganzrationale t = 0 und 


jedes ganzrationale A Z0: 
ker») 


(+27) [ 5 


O0’) ,=s|p »M 
mit 
y = Max {r,t} und M= Max {ljf‘” (pt) |.}- 


0sAsr, -1 
A. Gelfond hat in einer Arbeit!?) einen sehr ähnlichen Hilfssatz angegeben. Der 
Beweis sei hier nur der Vollständigkeit halber mitgeteilt. 
Beweis. Setzt man für Q (x) die Newtonsche Interpolationsformel an, so erkennt man, 
daß Q(x) eine Normalfunktion ist. 
Eine Abschätzung von Q'”(pt) für jedes ganzrationale A > 0 und it > 0 erhält man 
aus der Lagrangeschen Interpolationsformel: 


n-1ir-l 
Ol) =F F Cu — Pr)" Y(2) 
x“-0 u-0 
mit 
r-1 


Dabei sind die Koeffizienten 


C 1 de ee gr 0,1,..,n—1 
RN RNEEN oma 0,4 ) 


Berücksichtigt man, daß nach Voraussetzung 
i=0,1,..„n —1\ 
E" (Pd = PN \ Re 


ist, so ergibt sich 
u fd (px) 1 de , 


_ A 1 
Cu = (u—o)! oldı? Pr (2) SP 
Nun ist 
1 de 28 y ee BE nn 
oldxe !"* ( 1% El Bu o,! da®r (2 — pr) 
ze vEX 
+“ 





12) K. Mahler, l.c. Fußnote *) und A.Gelfond, 1. e.?). 
13) A.Geljond, 1. c.°). 
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Hieraus folgt: 








x) < Max Ti x — pr) "%r 
oldre Pr ( . sn : : P p 
zZ 0,=0 +» 1) 
„0 
r,-1 
— Max | pr el — za —1)!)" Il — or) % 
20,-0 v-0 
v‚+% » 
Da0 <x <r, —1lundO <» sr, — 1 ist, so ist der Exponent der höchsten in (x — ») 
| ; 
aufgehenden Potenz von p jedenfalls nicht größer als u . Also ist 
I de MR +, 
dıre 9% (@) z-p ‚e " (ar — »—1)!)"p ve v 
und wegen 
1 
R -4+0@ 
Ro, 
ergibt sich 
ar logr, ı 
Cal, Ss) pr dr, — a —1))"p ei, M. 
Aus 
n„-iIn-l 
QAla)=% 3 Cu(2 — Pr)" Yx(2) 
”=0 u=0 


folgt durch Differenzieren 


a rn-1r-1 ’ 2 ji d’-e 
= E 20.2 |,) ep. 


”=0 u=0 e 
Nun ist 


Ferner folgt aus 


lr) — u fi ne 
= ei ("\e—on“, 


1-1 „-0 


„Ex 
daß 
r.-1 
| 9% (pt) |, = Max | EN 
Z0,=0 v„-0 p 
‚Ex 
ist. 
Nun werden zwei Fälle unterschieden: 
1. Für O0 stsr, —1 ist 
r-1 
It — "| <| (kn — za —N!)"|, 
„=0 p 
„+x% 
und 
| e[e>7 
Max II(lt—v)» sp "r 
Zo,=0| v-0 p p 
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also 
|Q'”(pt) |, s Max dl C,.9’ (pt) |} 
0sustı- 
Eee 
0sesi 
Ei ER = 
log p logp „'M. 
2. Für t>r, ist 
rn-1 
A; 6 Er 
„ui ”  (t— »Jn\r) ’ 
‚x 
und es ist 
1 Br 1 sil . 
Un — a N nd x )’ 
also 
r-1 
Iu— du logt 
0 og | 
„»+»% A 1 |< % = 
(! (a — x — 1) (ta p 
Ferner ist 
r,-1 6 el 
It») .o|p 
re u 2 
Damit ergibt sich 
log pt log t log pr, 
Sp" Twer "lmnl"Cner]|,. m 
log pt lo; 
< R {=>} ar Tier], } M. 


Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 


$ 3. Beweis des Satzes 5. 


Es genügt, den Beweis des Satzes 5 durchzuführen. Satz 6 ergibt sich auf ganz 
entsprechende Weise. 

Der hier angegebene Beweis des Satzes 5 verläuft ähnlich wie der Beweis des Satzes 
von A. Gelfond'*). 

Es werde angenommen, die Voraussetzungen des Satzes 5 seien erfüllt, aber die 
Ungleichung 


| = 1 2+8 
»—-2 ur (e> 0) 
| 92 » 
besitze — entgegen der Behauptung — unendlich viele Lösungen. Dann muß diese 


Ungleichung für jede noch so große natürliche Zahl qg immer noch Lösungen besitzen. 
Man setze 


(1) N = |(log gi ) 
mit einer geeigneten reellen Zahl ö> 0 und wähle im folgenden g und damit auch N 
genügend groß. Aus der Annahme, es gelte für jedes noch so große g und N die Ungleichung 


1 
r | u 


B— =| <p (e>0) 


1) A.Gelfond, 1. c.9). 
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oder, wegen logqg > N!"*, 
_ 1 n(1-36) (2+e) _ 1 12+20 
e 


(2) 8-2 <p e <p 
| Ga » 


mit genügend kleinem ö> 0 für mindestens ein Paar zueinander teilerfremder ganz- 
rationaler Zahlen g, und g, mit Max {|q, |, |92|} = g, wird ein Widerspruch hergeleitet 
werden. 

Man setze nun noch 


(3) . 


und bilde mit unbestimmten Koeffizienten 
„=0,1,..,N 
Car ( = (), er 
die Funktion 


NN q \vz 
(% Bra) = (OB PRZE Catan + Ram (1)”. 


u=0v=-0 \12 


Ne- 


’ r=[N)] 








log N 


Die Unbestimmten C, sollen ganzalgebraisch so bestimmt werden, daß 


a 


6 a Ve er 


ist. Diese Forderung bedingt ein homogenes lineares System von r,r, Gleichungen für die 
(N + 1)? Unbestimmten („: 
Eu u v .— en 
3 ZCculunt ande) Fi 0 ( u Ace ı) , 
2 


Fr A t=0,1,..,n—1 


Nach Voraussetzung sind x und n algebraische Zahlen, die einen Körper K vom Grade s 
bestimmen mögen. Also hat das vorstehende Gleichungssystem in den Unbestimmten C',, 
algebraische Koeffizienten aus X. Durch Multiplikation einer jeden dieser Gleichungen 
mit y\‘+*gN?‘ (von q und damit auch von N unabhängige positive ganzrationale Zahlen 
sollen wieder ohne Unterscheidung mit y bezeichnet werden) geht dieses Gleichungs- 


system über in das System 
N 


N 
EZ ZU nA = 0 @=1,2.:..4f’r) 


A=0 rv-0 


mit ganzalgebraischen Koeffizienten A,,.. Es ist 


Iran + ll <y"N", 
Iyartıı <y'r, 
Npt 9ı )” < pr; 
| T (2 | 1 i 
also 
Il Aue I < yet Fu rg 


2 


ö 
<exp (ir w+ m‘) log y + N?-8 + pNi+öJog gl. 


Nun ist logg s 2N!-3, also 
N?2-6 


I Awell <Yy 
Da(N + 1)?> 2rır, ist, lassen sich die Zahlen C',, nach Hilfssatz 2 ganzalgebraisch aus X 
so bestimmen, daß 


(6) IC» <y” 
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ist, daß nicht alle C'„, verschwinden und daß die Gleichungen (5) erfüllt sind. Dadurelı 


ist die Funktion ®;(x) bestimmt. 
Nun bilde man mit denselben Koeffizienten C', die Funktion 


= _ u 
(7) Ya) E EC„anpe. 


u=0 v=0 


Diese Funktion besitzt die N 


(8) y®(z) = (log ß)’ z Z Cntan + v)Yar' pr, 
u=0v 
Dann ist 
R vpt 1 vpt -(x+1) 
2) BL) — Bun) = (B— 11) (log A} 2 E E Cu(un + Want” a 
A=0r=1 ”=0 2 


Nun sind «x und £ ganze p-adische Zahlen. Ferner ist 


|log £ <3 
und 


Nach Antithese ist 


also 


und, da g, und g, zueinander teilerfremde ganzrationale Zahlen sind, folgt hieraus 
| 92 |, = 1. Damit ergibt sich aus (9): 


1 NW 25 


(10) IP) —Bulpi) ,<S Bi <p ° 


02 » 
für jedes ganzrationale A>20 und! >0. 
Nach Konstruktion der Funktionen &;(x) ist 


u i=0,1,..,n —1 
P,(pt) = 0 Er a 
Also wird 


( = a äh As Ba A 
(11) 17" (pt) ,<p rar Er 


Nun bestimme man das Polynom Q,(z) vom Grade r,r, — 1 mit 
1=0,1,..,n —1i 
(A) — wa) he. 7 
(pi) = (PN) \ nu 
Da &” und ß” Normalfunktionen und die Koeffizienten C',, ganzalgebraische, also auch 


ganze p-adische Zahlen sind, ist (x) eine Normalfunktion. Nach Hilfssatz 6 ist also 


Q,(xz) eine Normalfunktion, und es ie. 
log pr,‘ 1 „2+28 
Her) [ log p ] R p 


(12) IQ’ (pl) |, p 
für jedes ganzrationale > 0 und Ost <r;—1, wenn 
(13) rn, = [N®] 














an 


uS 
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gesetzt wird. Wegen (3), (12) und (13) ist dann 
1 1240 en 


in 
(14) QPa)l,<p ° t=0,1,...2—1' 
Die Funktion (x) —Q,(x) ist eine Normalfunktion mit rırz 2, NV Null- 
stellen. Also gilt nach Hilfssatz 5 
5 N: ! N? ö 
(15) | y® (pt) — (0% (pt) ,s p 2log N log N 
B ..- A=0,1l,..,n—1 
u un 
Aus (14) und (15) folgt 
N® 
(2 - _. 3log N =0,1,..,„n —1 
Nun ergibt sich aus (10) und (16) 
N® 
- i=0,1 n—i1 
< 3log N I a 
(17) | Pı(pt) SP Fa 2, 2 
Die Zahlen 
Nt+ A „Npt(] ip nn z 6 ‚A 1,,Ne upt „Noel 91 \”” 
vB llog P)Dlp)= FE IF Cayluntr) ya es 
u=0v=-0 
El oe ,3nhn—l 
91... 
sind ganzalgebraisch aus K. Es ist 
»„=01,..,M 
2 RM 7 N 1 ug r,+Nr,' nr, „Apr, 2-6 v =(,1,. „N 
vun + yo (fi) BETTEN EN 
=01..,n —1 


Unter Berücksichtigung von (6) folgt nach Hilfssatz 1 entweder 


a 


er u a u FRE ER 


oder für mindestens ein AmitO<Asr, —1iundeintmit O<ts<sr, —1 gilt 


| log op) , 2 y* °, 
also 
2 A er 
(19) | Pı(pt) lo > Tree e z y log N ui -. y N2-6 


Für hinreichend großes N stehen (17) und (19) miteinander in Widerspruch. Also 


muß (18) gelten. Aus (10) und (18) folgt aber 


1 242 1=0,1 n—1 
(a - z h , yo. 1 
(20) 17 (pt) |,< p ee N 


Nun bestimme man das Polynom Q,(x) vom Grade r,r; — 1 mit 
y 2 


ee 


(A) _— ww) 
0,” (pt) = P" (pt) =0,1,..,.n—1 


Journal für Mathemarvik. Bd. 193. Heft 1/2 
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Dann ist Q,(x) nach Hilfssatz 6 eine Normalfunktion und es gilt wegen (20) 


1 1248 


(21) IP), sp ‘ (=0,1,...,2N°). 


+26 
Die Normalfunktion Y(x) —Q,(x) besitzt r,r; N Nullstellen. Also ist naclı 


> 2 
— 2log! 


Hilfssatz 5 


N2+26 


(22) 70) —QP()|,<p “r® er) pr (10h... 
Aus (21) und (22) folgt 


N? +26 


r 1 N2+6 


(23) |Y%(0)|,<p u 1 =01,...409. 
Nun ist 


N N 
y (log 2)’FAO=-YE (un + rl. 


u-0v=-0 


eine ganzalgebraische Zahl aus X. Wegen 
|| y(un + v)’ | < yN'N® < al 
und unter Berücksichtigung von (6) folgt aus Hilfssatz 1 entweder 
(24) yaı(0) = 0 (i=0,1,...209% 
oder für mindestens ein nicht-negatives ganzrationales A < 2N? gilt 
| (log ß) y% (0) I, > yıN u 
also 
(25) ROLLE, 


Für hinreichend großes N stehen (23) und (25) miteinander im Widerspruch. Also 
muß (24) gelten. 

Es sei nun N so groß, daß 2N®+1>(N + 1)? ist. Dann erhält man aus (24) das 
Gleichungssystem 

(26) ya(0)=0 (=0,1,..,(N +14)?—1) 


für die (N + 1)? Zahlen C',, als Unbekannte. Die Determinante dieses Systems ist die 
Vandermondesche Determinante 


(an + »% |, 


die wegen der Voraussetzung, n sei irrational, nicht Null ist. Also müssen die Zahlen C',, 
sämtlich verschwinden, im Widerspruch zur Konstruktion der Funktionen ®,(z). Dieser 
Widerspruch löst sich nur, wenn man die Antithese fallen läßt. Damit ist Satz 5 bewiesen. 





Eingegangen 10. März 1952. 
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Farbensatz für orientierbare Flächen vom Geschlechte p > 0. 


Von Gerhard Ringel in Bonn. 





In dieser Arbeit wird eine mit dem Vier-Farben-Problem verwandte !'rage für 
orientierbare Flächen höheren Geschlechtes behandelt. Es sei », die größte Zahl n mit der 
Eigenschaft: Auf der geschlossenen orientierbaren Fläche %, vom Geschlechte p gibt es 
eine Einteilung in n Flächenstücke!) derart, daß jedes der n Flächenstücke zu jedem 
anderen längs mindestens einer Kante benachbart ist. v, heißt die Maximalzahl der Nach- 
bargebiete auf %5,. Ferner sei x, die kleinste Zahl y mit der Eigenschaft: In jeder Ein- 
teilung auf %, in beliebig viele Flächenstücke ist es möglich, jedem Flächenstück eine 
von x Farben so zuzuordnen, daß benachbarten Flächenstücken verschiedene Farben 
zugeordnet sind. y, heißt die chromatische Zahl von %,. Für den Torus gilt beispielsweise 
„= 9 =1. 

Heawood ?) fand für diese beiden Zahlen die folgende obere Schranke 


" sus |T titten). 


In einer früheren Arbeit?) wurde gezeigt, daß für alle nichtorientierbaren Flächen die 
chromatische Zahl stets gleich ist der Maximalzahl der Nachbargebiete. Der wichtigste 
Schritt für den Nachweis dieser Identität war die Herleitung einer unteren Schranke für 
die Maximalzahl der Nachbargebiete. 


Durch einen Ausbau der in FN benützten Methoden wird nun dieselbe untere 
Schranke auch für die orientierbaren Flächen hergeleitet und zwar wird folgende Un- 
gleichung bewiesen: 


7+y1+48p 
2 


(2) 
Der Nachweis von (2) bildet den Gesamtinhalt der vorliegenden Arbeit, denn aus (2) 
folgt wörtlich wie in FN, daß auch für alle orientierbaren Flächen vom Geschlechte p > 0 
die chromatische Zahl gleich der Maximalzahl der Nachbargebiete ist. 


In der Arbeit FN war es mit Hilfe bestimmter Zahlenschemata gelungen, für gewisse 
nichtorientierbare Flächen topologisch reguläre Teilungen anzugeben, die die Heawoodsche 
Schranke (1) erreichen, nämlich Teilungen in n ‚‚(n — 1)-Ecke‘ mit lauter dreikantigen 


!) Ein Flächenstück darf hier mehrfach zusammenhängen und sein Rand darf aus mehreren geschlossenen 
Kurven bestehen. 
2) P.J. Heawood, Map-colour-theorem, Quarterly Journal of pure and applied Mathematics 34 (1890), p. 332 
bis 338. Ein Beweis zu (1) findet sich auch in meiner Dissertation °). 
®) @. Ringel, Farbensatz für nichtorientierbare Flächen beliebigen Geschlechtes, Journal f. r. u. a. Math. 190 
(1952), S. 129—147, im folgenden zitiert mit FN. 
g* 
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Eckpunkten. Es ist jedoch recht schwierig, derartige reguläre Teilungen auch für orientier- 
bare Flächen anzugeben. Das einzige hierzu bisher erzielte Resultat stammt von Heffter®). 
Wir verwenden in dieser Arbeit solche Einteilungen, die erst durch geeignetes An- 
setzen von Henkeln in eine (keineswegs reguläre) Einteilung von lauter zueinander 
benachbarten Ländern erweitert werden können. Dies benützen wir dann, um », nach unten 
abzuschätzen. Die endgültige untere Schranke für », wird aus einer Reihe von Un- 
gleichungen gefolgert, die durch zwei verschiedene Grundschemata geliefert werden. 


$ 1. Vorbereitungen. 


Unter Land wollen wir ein Polygon, d.h. ein Elementarflächenstück verstehen. 
Länderkomplex sei ein endliches System von Eckpunkten, Kanten und Ländern, die 
vermöge gegebener Berandungsrelationen zu einer geschlossenen orientierbaren Fläche 
zusammengefaßt sind. Zwei Länder mit mindestens einer gemeinsamen Kante heißen 
benachbart. Ein Eckpunkt heißt dreikantig, wenn er mit genau drei Kanten und drei 
Ländern inzidiert. 

In der kombinatorischen Flächentopologie wird ein Länderkomplex gewöhnlich in 
der Weise dargestellt, daß alle Kanten mit Symbolen bezeichnet werden und dann die 
Randwege aller Länder als Zykeln dieser Symbole angegeben werden. Diese „Kanten- 
darstellung‘“ hat den Vorteil, daß wirklich jeder Länderkomplex derart repräsentiert 
werden kann. In unserem Falle wird sich jedoch eine andere Darstellungsmethode besser 
bewähren, die allerdings nur für spezielle Länderkomplexe anwendbar ist. Wir wollen 
nämlich nur solche Länderkomplexe K betrachten, bei denen die folgenden beiden Vor- 
aussetzungen erfüllt sind. 


Voraussetzung 1. K besitzt nur dreikantige Eckpunkte. 

Die Anzahl der Länder von K sei m. Wir bezeichnen sie mit 1, 2,..., m. Eine Kante, 
die gleichzeitig dem Rand von Land v und dem Rand von Land w angehört, soll mit 
[vw] = [wv] bezeichnet werden. Da die durch K definierte geschlossene Fläche orientierbar 
sein soll, kann jedes Land derart orientiert werden, daß in jeder Kante [vw] durch die 
beiden Orientierungen der Länder v und w entgegengesetzte Orientierungen in [vw] 
induziert werden. Alle Länder von K seien also in dieser Weise fest orientiert. Wir be- 
zeichnen nun einen Eckpunkt Q, in dem die drei Länder x, y, z zusammentreffen, mit 
[xyz], wenn bezüglich der Orientierung von z unser Eckpunkt Q Endpunkt der zu Q 
gehörigen Kante [xz] ist. Aus dieser Bezeichnungsweise folgt sofort: 

[xyz] = [yzz] = [z2y] # [2yz] = [yxz2] = [e22y]. 
Es darf also nur zyklisch vertauscht werden. Natürlich werden in einem Länderkomplex 
i. a. mehrere Kanten bzw. Eckpunkte mit [v,w,] bzw. [%Y02%] bezeichnet sein. 

Voraussetzung 2. In K sind alle Eckpunkte durch lauter verschiedene Dreiersymbole 
bezeichnet. 

Nun sei ein diesen beiden Voraussetzungen genügender Länderkomplex gegeben. 
Wir durchlaufen den Rand von Land i im Sinne seiner Orientierung und notieren der 
Reihe nach die hierbei berührten Nachbarländer von i. Wenn dies für i=1,2,...,m 
durchgeführt ist, so erhalten wir folgendes Schema: 





#) L. Heffter, Über das Problem der Nachbargebiete, Math. Ann. 38 (1891), S.477—508. Heffters Resultat lautet: 
Wenn a) die Zahl n von der Form n = 12s + 7 ist und wenn 

b) die Zahl 4s + 3 eine Primzahl q ist und wenn 

ce) die Zahl 2 als Gruppenelement der multiplikativen Restklassengruppe mod g die a wi 1 u 
n—3) (n—4) 


4s + 2 hat, dann gibt es eine topologisch reguläre Teilung der orientierbaren Fläche vom Geschlechte 2 


die die Heawoodsche Schranke erreicht, also eine Teilung in n „(n — 1)-Ecke‘“. 








ste 


gi 





>X 
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1 1 1 1 
1. 9a ...a, 
2 2 2 2 
vr ei 
(2) 
m m m m 
m. a) ay.03 ...d,. 


Die oberen Indizes geben die Nummer der Zeile an. Die erste Spalte dient nur zur Nume- 

rierung der Zeilen. In den Zeilen selbst darf natürlich zyklisch vertauscht werden. In 2 

gilt sicherlich für jedes i und jedes k, daß ai #+iund ai + a; ,, ist, aber es gilt auch 
Regel R*. Wenn in der i-ten Zeile 


Re SCHEN 
steht, so steht in der k-ten Zeile 
ee en 


Dies ist nach Abb. 1 links unmittelbar klar (man setze v, w, x, y = I, k, a, b). Weiter 
gilt in Schema 2 wegen der Voraussetzung 2 auch die 


x x 


Abb. 1. 


Regel V*. In jeder Zeile kommt jedes geordnete Paar von aufeinanderfolgenden Zahlen 
höchstens einmal vor, d. h. aus a, = a; und ai ,, = a; ,, folgt s=r. 

Nun gilt auch die Umkehrung’). Wenn in einem gegebenen Schema 2 Regel R* 
und Regel V* erfüllt sind und in Z durch Streichen gewisser Zeilen kein Unterschema 
gebildet werden kann, in dem immer noch Regel R* gilt, dann gibt es auch einen zu- 
gehörigen Länderkomplex auf einer orientierbaren Fläche. Wir können nämlich das 
Schema 2 als Verheftungsvorschrift für die Länder 1,2,...,m benützen und erhalten 
eine geschlossene Fläche. Daß dies tatsächlich widerspruchslos durchführbar ist, wurde 
in FN, $3 streng bewiesen. Der dort gegebene Beweis hat zwar etwas andere Voraus- 
setzungen, überträgt sich aber ohne weiteres auch auf den vorliegenden Fall. 


Daß es nötig ist, die Regel V* zu fordern, zeigt das Gegenbeispiel: 


1.3232 
2.1313 
3. 21 21 


Hier ist zwar Regel R* erfüllt, und doch gibt es keinen zugehörigen Länderkomplex auf 
einer orientierbaren Fläche. Dieser müßte nämlich aus drei Vierecken, sechs Kanten und 
vier Eckpunkten bestehen. Nach der Eulerschen Formel ist das jedoch höchstens auf der 
nichtorientierbaren Fläche vom Geschlechte eins möglich. 

Nun sei an dieser Stelle ein Beispiel eines Schemas angegeben, das uns später noch 
von Nutzen sein wird. 


5) Falls man auch nichtorientierbare Flächen zulassen will, ist Regel R* durch eine wesentlich schwächere 
Regel R (vgl. FN, $ 2) zu ersetzen, während dann Regel V* etwas schärfer formuliert werden muß und die Eckpunkte 
durch ungeordnete Tripel zu bezeichnen sind. 
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1. ren 
2. » 8 3 BB . eu 7 EB 2 m 58 
3. BET TH TEE DH WEI 
4, Be Re 
b. ua 3 388 3» 1 BB m 3 ıTı 9 
6. = Bu —ıa m 1 ma T ru’ » 
7. 43:2: 2. 8 8,2 BED 
8. = m. 2 BB m .;, DD 4 3 2 93 
9. 10 1 Mr. u u Sa EEE u BE Ze Di 
10. 3 ı SE BR wz nu mw wc Te mu wu 
11. m DB 0-9 8, u: ME: 
12. sa BB 6 DD 5 Dm ı u 4 2 
13. B: Br ter Br br 


Dieses Schema erfüllt offenbar Regel R* und Regel V*, stellt also einen Länderkomplex K' 
auf einer orientierbaren Fläche dar. Um das Geschlecht dieser Fläche zu bestimmen, 
benützen wir die Eulersche Formel 

—E+K—F=2p—2 
(E, K,F = Anzahl der Eckpunkte, Kanten, Länder). Diese Formel hat in unserem Falle 
wegen 2K = 3E die einfache Form 

(3) 6p=K—3F +6. 

Unser Länderkomplex K! besteht nun aus zwei 14-Ecken, zwei 13-Ecken und neun 
12-Ecken. Daher ist F = 13 und 2X = 2.14 +2-13+ 9.12, folglich p = 8. Aus dem 
Schema lesen wir sofort ab, daß jedes der 13 Länder zu jedem anderen benachbart ist. 
Wir haben also für die Anzahl der Nachbargebiete die Ungleichung 13 < », erhalten. 
Wegen (1) ist aber auch », = 13, daher »; = 13. 

Falls nun zufällig in einem gegebenen Schema 2 zwei Zeilen vorkommen, die beide 
zusammen lauter verschiedene Nummern enthalten, dann sei es erlaubt, anstatt dieser 
beiden Zeilen eine einzige zu schreiben, die jedoch dann aus zwei „Zykeln‘‘ besteht: 

s 
Ve. ar >-b. (1 ...a,)(aa; ...a,). 
Für K bedeutet dies, daß wir zwei Länder, die lauter verschiedene Nachbarländer besitzen, 
mit derselben Nummer bezeichnen. Die mehrmalige Anwendung dieser Vereinfachung sei 
jedoch nur dann gestattet, wenn sich aus dem entstandenen Schema, das also einige 
Zeilen mit zwei oder mehr Zykeln enthält, in eindeutiger Weise das ursprüngliche Schema 2 
zurückgewinnen läßt, das nur Zeilen mit einfachen Zykeln enthält. 

Der untere Index bei einem Länderkomplex K, soll (entgegen der Bezeichnungs- 
weise in FN) das Geschlecht p der durch K, definierten orientierbaren Fläche %, angeben. 
Zwei verschiedene Länderkomplexe mit demselben Geschlecht wollen wir durch ver- 
schiedene obere Indizes auseinanderhalten. 

Wenn die beiden Eckpunkte einer Kante [vw] mit [zwv] und [vowy] bezeichnet 
sind, so wollen wir sagen, die beiden Länder x, y sind durch eine Kante [vw] verbunden. 

In den folgenden Paragraphen wird eine spezielle Abänderung eines Länderkomplexes 
öfter auftreten, so daß es zweckvoll ist, diese von vornherein als Hilfssatz zu formulieren. 

Hilfssatz 1. Voraussetzungen. Ein Länderkomplex K, vom Geschlechte p mit 5r + 2s 
Ländern sei gegeben. Diese 5r + 2s Länder seien mit &,, Lay - » +, Zr; Yır = * + Yr) Zu + + + Zr; 
Open O5 Wiyen ey Wespen Ze5 Up» » -, U, bezeichnet. Ferner sollen in K, folgende Eck- 
punkte und Kanten auftreten: 


bb jb 
EEE... 


[dı2,%ı] [2121 %ı] [t, u,] 
[0222 wa] [2222 %2] [t2 us] 


(A) 


ins, ] (25 y) [% u] 








“Of nn u 





er. 


le 


L DE BE GE 2 Zu; 
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Wir bilden nun die folgenden Ar + s geordneten Länderpaare: 


(0,01) » » - (UrWr) (Yızı) - - » (Yyrdr) (bivn) »» - (ben). 
Diese 2r + s geordneten Länderpaare seien in beliebiger Reihenfolge (R) angeschrieben: 


(R) TE RR [:;3; 


Behauptung. Unter diesen Voraussetzungen gibt es einen Länderkomplex K,;»,;,-ı» 
der aus 5r + 2s + 2 Ländern besteht, von welchen zwei mit f,, fs und die übrigen wie inK, 
bezeichnet sind, und der folgende drei Eigenschaften besitzt: 

4) Alle Länderpaare, welche inK, benachbart sind, sind auch inK, ,.,.,-.ı benachbart. 

2) Jedes der beiden Länder f,, f, ist zu allen anderen Ländern benachbart. 

3) Je zwei Länder, welche in (R) nebeneinanderstehen und durch das Zeichen ) ( 
getrennt sind, sind in K,,.,;,.ı durch eine Kante [f,fz] verbunden. Dabei ist auch das letzte 
und erste Land in (R) als nebeneinanderstehend zw betrachten. 

Beweis. Es seien K,, die Auswahl (A) und die Reihenfolge (R) gegeben. Wir nehmen 
in K, folgende Änderung vor. Zwei innere Punkte von [t;u;] verbinden wir durch eine 
neue Kante, die ganz im Inneren von u, verlaufen soll. Hierbei wird von Land u, ein 
Zweieck abgetrennt, welches sodann durch eine weitere Kante in zwei Dreiecke zerfällt 
(Abb. 2 rechts). Nachdem dies für i=1,2,...,s durchgeführt ist, sind 2s neue Dreiecke 
entstanden, welche paarweise mit f,, fs bezeichnet werden. 

Ferner ziehen wir eine neue Kante von einem inneren Punkt von [v;2;] zu einem 
inneren Punkt von [z,w;]. Hierdurch wird von Land z;, ein Dreieck abgespalten. Dieses 
Dreieck wollen wir durch eine weitere Unterteilung in ein Dreieck und ein Viereck zer- 





z zZ 
; Yı X, o 
v u; 2, v, 4 
z, zZ, 
N EEN”" N 
ur u SEE 
z ’ . 
4 








Abb. 2. 


spalten und zwar so, daß das Dreieck nicht zu 2, benachbart ist. Wir bezeichnen dann 
das Dreieck mit /, und das Viereck mit f, (Abb. 2). Auch die Eckpunkte [xz,2;y,] wollen 
wir in dieser Weise zu einem Dreieck und einem Viereck „aufblasen‘“. Auch hier soll das 
Dreieck nicht zu z; benachbart sein, aber diesmal soll das Dreieck mit f, und das Viereck 
mit fs bezeichnet werden. 

Wir haben nun einen LänderkomplexK,, erhalten, in dem jedes der 57 + 2s ursprüng- 
lichen Länder zu einem mit f, und zu einem mit f, bezeichneten Land benachbart ist. 
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Wie in Abb. 2 dargestellt ist, können wir nun den ‚„Zusammenhang‘‘ aller mit f, und aller 
mit f, bezeichneten Länder herstellen, indem wir einen (2r + s— 1)-fachen Henkel) 
ansetzen. Wie dies zu verstehen ist, geht aus der Abbildung genügend klar hervor und 
wir verzichten hier auf eine kombinatorische Beschreibung dieses Sachverhaltes. 


Das Ansetzen des (2r + s— 1)-fachen Henkels kann nun auf verschiedene Weise 
geschehen; denn die Reihenfolge der 2r + s-Löcher, auf welche der (2r + s— 1)-fache 
Henkel aufgesetzt werden soll, kann natürlich beliebig vorgegeben sein. Das aber heißt, 
daß auch die behauptete Eigenschaft 3 erfüllbar ist. Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 


Hilfssatz 2. Auf der geschlossenen orientierbaren Fläche %, vom Geschlechte r gibt es 
einen nur aus drei Ländern bestehenden Länderkomplex, in dem jedes Land zu jedem der 
beiden anderen längs genau 2r + 1 Kanten benachbart ist. 


Beweis. Der Länderkomplex, dessen Existenz hier behauptet wird, erfüllt für r > 0 
sicher nicht die auf S. 12 geforderte Voraussetzung 2. Wir benützen daher diesmal zum 
Beweis die Kantendarstellung. Wir nehmen drei (4r + 2)-Ecke und bezeichnen die drei 
Randwege dieser (4r -+ 2)-Ecke durch die drei Zeilen: 


-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 
a db a; 5, a be .:. do, Qgp;1Öarzılar +: da, db, a; b, 
-1 -1 |} 2 -1 
BE mr ed re ; Te EEE 
-1 -1 -1 en en -1 
Cor+1 Qar+1ılar-ı Apr Car Ay, 05 Aglg Al; Al, Arlı ac q; 


Gleichbezeichnete Kanten sind zu identifizieren und zwar stets mit entgegengesetzter 
Orientierung, da jede Kante einmal mit dem Exponenten + 1 und einmal mit — 1 
auftritt. Die durch (4) definierte geschlossene Fläche ist daher orientierbar. Um das 
Geschlecht dieser Fläche zu berechnen, wollen wir uns überzeugen, daß der durch (4) 
definierte Länderkomplex nur lauter dreikantige Eckpunkte besitzt, d.h. durch die 
Vorschrift (4) werden von den ursprünglichen 3(4r + 2) Eckpunkten genau je drei 
identifiziert. Diese Eckpunkttripel können wir leicht aufzählen: 


-1 
u. FF Er 
—-1 . eu. 
I ar + Mind... 2 
-1 
+1 @; 
-1 
a'b_, i 
= 2 N 
Bis 3 Rai. 
-1 
“-ı 4 
—1 = 
aaa a 
3 -1 
Orb ee ren barzı Carıı - 
ni -1 
* a, (9,41 . * u.» .»..». ” * (9,41 Ad,,;1 m.» 


Da also unser Länderkomplex (4) nur lauter dreikantige Eckpunkte besitzt, können wir 
Formel (3) anwenden, und wir erhalten für X=6r +3 und F=3 in der Tat das in 
Hilfssatz 2 behauptete Geschlecht r. 


Wenn wir aus diesem Länderkomplex (4) auf %, das eine Land C herausnehmen, 
erhalten wir eine einfach berandete Fläche %,, die derart in zwei Länder A, B eingeteilt 





%) Definition auf Seite 23. 
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Abb. 3. 


ist, daß sowohl A als auch B genau 2r + 1 Kanten mit dem Rand von 9, gemeinsam 
hat (Abb. 3). Dies werden wir benützen zum Beweis von 


Hilfssatz 3. Für die Maximalzahl der Nachbargebiete v, gilt die Ungleichung 
„+13 | Ai 


p+ 4 
Beweis. Wegen der Bedeutung von », gibt es auf ‘5, einen Länderkomplex K, der 
aus », zueinander benachbarten Ländern besteht. Dieser Länderkomplex sei außerdem 
noch so gewählt, daß er ein Land Z enthält mit genau »„— 1 Kanten. Wir entfernen 
nun aus K das Land Z und erhalten so eine einfach berandete Fläche B,, auf der »„— 1 


4 
einfach berandete Fläche 3, sei nach Hilfssatz 2 in zwei Länder A, B zerlegt. Die beiden 


zueinander benachbarte Länder gezeichnet sind. Wir setzen jetzt r = | | Eine zweite 


Abb. 4. 


Ränder von ®, und 8, können wir nun nach Abb. 4 derart aufeinander topologisch ab- 
bilden und zugeordnete Punkte identifizieren, daß schließlich ein Länderkomplex mit 
v„ + 1 zueinander benachbarten Ländern auf einer geschlossenen orientierbaren Fläche, 
nämlich auf %,+,, entsteht. Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen. 


$ 2. Das erste Grundschema. 


Wir wollen einen speziellen Länderkomplex durch ein Schema beschreiben. n sei 
eine natürliche Zahl. Die Nummern dieses Schemas (d. h. die Länder des darzustellenden 
Länderkomplexes) sollen mit 1,2,...,12n —3,a,b,c,d bezeichnet sein. Wir schreiben 
unser Schema 2“ in der folgenden noch unbestimmten Form an: 
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Hierin ist h = oı 5) zu setzen. Der im Nenner stehende größte gemeinsame Teiler ist 
natürlich gleich 3 oder 1, je nachdem n = 1 (mod 3) oder n # 1 (mod 3) ist, so daß Ah stets 
ganz ist. Mit den Nummern 1, 2,...,12r — 3 wollen wir rechnen wie mit den Rest- 
klassen mod 12r — 3. Auch die auftretenden oberen Indizes sollen mod 12n — 3 ge- 
nommen werden. Gelegentlich werden wir auch mit den Zeichen a, b, c,d rechnen und 
zwar sollen sich diese vier Zeichen formal so verhalten wie das Symbol &, also z. B. 
b+3= a. Wir werden nun unser Schema %*') vollständig beschreiben, indem wir an- 
geben, wie die Unbestimmten x;, yi, z; durch die Nummern 1,2, ...., 12n — 3 zu ersetzen 
sind. Die Bezeichnung ist so eingerichtet, daß z,y,z solche Zahlen darstellen, die 
= 0, 1,2 (mod 3) sind. 


Wir setzen für i=1,2,3,..,„An—1: 





ae 3i4+6n—3+3 |, 0 (k=1,2,...4n—1) 








(Y,) 2° =3i—1+ 6An (k=1,2,..,4n—I1) 
y "=3i—2+3k (k=1,2,..,4n—2), 
m =3i4+6n—5+3]|5| 1 (k=1,2...,4n—1) 
(Z,) ct 3 +6kn (k=1,2,..,4n —1) 
2" =3i—1+3k (k=1,2,..,4n—2), 
zn 314 6n—44+3|5| (0) (k=1,2,..,4n—I1) 
(X,) y =3i—2+ 6An (k=1,2,..,4n—1) 
% =3i+3k (k=1,2,..,4n—2). 
Ferner setzen wir für k=1,2,...,An—1: 
u = 3% =3n+2+k(3n—3) +3 a 
; ö k—1A] 
(a,) „== 1+k(3n—3) +3 n 
= Ah=- 9n +k(3n—3) +3 in i 
4 =2+ 6kn 4 =—1+3k 
(b,) a =3+ 6kn (d,) = 6n+3k 
y=1+6kn, Y= 1+3%k, 


Nun ist unser Schema 2) vollständig beschrieben. Zunächst ein Beispiel zu 2 
für n = 2: 


LBB I WB Ei EB 17 5 Br Zt EB IE RE ED BE ED 1 LE 
4.15 383 2 21310 1 329% 0 8 7756 39 1e 11 6 2914 1 5 d 
BABIES THU U 2 1 BP 2 5 3 6 2 3 U DB 1 RN ABLE 
a. 3 BB 6 U DB EB UM BB 2) 2 1 SB ee 1 8 A 3 ı Nn 4 
a. 3: v2 3) DD 1 E WET SS 5 BB BE I SS A UL 7: MB RB 
6.6 9 32a 241 120% 19 851 8 15 2131 2ce 2 714 0 5 3 17 d 
.» BE BE bE TU 1 232 1 2 3 BI SW BE BB DAL 
2. DB 7 ee I!’ 1 BB 6 5 BI LU AB I LH NR LED 8 
38 0 9e 2 a 1 9 8Bd4d4 1 7a 8 7 59 5 2 6 
EB DB EB EZ BB A 2 7 BB 1 BB 2 8 1 BB 5 94 
1.3 1 BB ALTZB DB SS U BU 3 SE DR TB LU E 1 5 A SB BD 
2 TE EB DB BE FE RT DB DB FR BE EB BR DI 
1.4 7 10e 35 2 219% 9416 319 0a 3 815 11 6 14 185 
nn IB Be RK EB 5 I 7 RI DB 1 BB CV U BU I a 9 
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DU U BB RE A TTS BE MM 2 13 3: BD TED 1 4.8.8 
UHR U DD ı BB T2 DB 3 131 51 3 ED WW DB DB 2 I PA 
LUD U 2 BR 1 3 BB 8 1: 8 5 1 2: BB 1 DB WE DZ 
u EU bu 7 BD RR I BE IT RN 1 BP DB n 1% 
2 5:9 2: CD % 12 BB 1 u NV DB 3 2 WM 2 Ad 
u.5 8 2 Ue 1 91)B RR IB BEI E AD 1 16 BP A IA 
1.3 u ua TB DD TB BI DT 7B A I) BU 100 
u AU 1 ER MED BB I LE BB 2 EB BE IM 
RBB ES ID EMI IT TB ER DB Eu 3 u 1 
eo Br A BEE BAR BE 
d. = m 4 2,3 2.2. 0 BD ee a m 1 


Jetzt sei n wieder beliebig. Wir beweisen, daß in 2” Regel V* gültig ist. In den 
vier Zeilen für a,b,c,d stehen sogar lauter verschiedene Nummern, denn die ent- 
sprechenden größten gemeinsamen Teiler sind: 

An— 


"FOR HERE ER. WEHR PER —, (4n—1,2)=1, @n—1,1)=1. 


Für die übrigen 12n — 3 Zeilen gilt: In der i-ten Zeile stehen alle Nummern # :; denn 

durch die Festsetzung (Y,) erhalten z. B. die Unbestimmten x], &),.. ., z/„ lauter ver- 
| (— 1)" = 7 (— 1)" folgt k = k‘. Es können 

also zwei benachbarte Nummern nicht doppelt vorkommen. Gewiß ist daher Regel V* 

erfüllt. 

Auf Grund von (Y,) (Z,) (X,) gilt für jedes i, j, k: 

- >= 2, # 3], vr r Y; + 3]; im 2, + 3]. 
Das besagt, daß man die (i + 3)-te Zeile erhalten kann, wenn man in der i-ten Zeile alle 
Nummern um 3 erhöht. Diese Tatsache gilt aber auch für i = a, b, c, d. Wenn wir nämlich 


in einer dieser vier Zeilen alle Nummern um 3 erhöhen, vertauschen sich die Nummern 
dieser Zeilen nur zyklisch. In unserem Schema gilt daher 


Hilfssatz 4. Wenn für die i-te und k-te Zeile in 2” die Regel R* erfüllt ist, dann gilt 
Regel R* sicher auch für die (i + 3)-te und (k + 3)-te Zeile. 
Beweis. Aus 








schiedene Werte, weil für k, k’ > 0 aus 


ee fol i+3 ...2+3k+3 y+3.... 
ce BER BEE... 


Nun wollen wir zeigen, daß in 2”) die Regel R* ausnahmslos erfüllt ist. Zur be- 
quemeren Sprechweise wollen wir sagen, die i-te und die k-te Zeile heißen zueinander 
kohärent, wenn speziell für diese beiden Zeilen Regel R* erfüllt ist. 

Y) Zuerst wollen wir nachweisen, daß sämtliche Zeilen Y untereinander kohärent 
sind. Hierzu genügt es zu zeigen, daß eine einzige Zeile Y zu allen anderen Zeilen Y 
kohärent ist. Wegen Hilfssatz 4 folgt dann, daß alle Zeilen Y zueinander kohärent sind. 
Es steht in der 1-ten und (1 + 3s)-ten Zeile fürs =1,2,...,2n —1: 

I. ee. BR 1 U 
Das ergibt nach (Y,) ausgerechnet: 


1. ...2+6n+6sn 1+3s 2+65n..., 1+3s. ...2+6sn 1 2+6n+6sn.... 
Ebenso steht in 2 fürs=2n,2n +1,...,4n—2: 
1+38 1+38 1+38 


1 1 1 
ur 2, y, 241 ie ER De u a RE 


1. ...2+6sn 1+3s 2 +6n+6sn..., 1+3s. ...2+6n+bsn 1A 2+6sn... 


Für alle Zeilen Y untereinander gilt also Regel R*. 








und 





nn aa na 


ni 
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Z) Auch alle Zeilen Z sind zueinander kohärent, denn es steht fürs—=1,2,. 


2. so, z en BE 70 VER 
2. ...6sn—6n 2 +35 3 +6sn..., 2 +38. .3+ 6sn 2 
und für s=2n,2n +1, ‚an—.2: 
N - on A 5 5° Se 
2. ...3+6sn 2 +3s 6sn—6n..., 2+3s. . bsn — 6n 2 
X) Dasselbe noch für alle Zeilen X untereinander. Es steht für s 
 TIERURE we. 2 y: a. en 
3. .1+6sn+6n 3+3s 1+6sn..., 3+3s. .1A+6sn 3 
und für s= 2n,2n +1,...,4n — 2: 
et x, .. .. 3t+a ... ur 
3....14+6sn 3+3s 1 +6sn +6n..., 3+3s. ....1+6sn +6n 


IUn-s 


38 
2, -8 


2] 


„2n—1: 


6sn —Hn... 


2 +38 
1 Iun-s 1 


3+6sn ... 


„2... 


38 
1 yas- 8 


n —1: 


1+6sn+6n... 


3+38 


3 1+ 


3+38 
1 Yan 


BR LT 


bsn... 


YX) Wie wie jetzt zeigen wollen, ist jede Zeile Y zu jeder Zeile X kohärent. Nach 
Hilfssatz 4 genügt es wieder, nur die 1-te Zeile nnd dazu alle Zeilen X zu betrachten. Es 





steht für s=1,2,...,n —1: 
„1 m Br 

Bin: An 2, a4 ZasıE en 

1. .3— 35 +6n 6n +35 6n —3s 3 +3s +6... 
On das. a  , Omd. ... ae ya ae 
6n-+3s. .‚6n—3s 1 3—3s+6bn..., 6n—JB3s. .6n+3s+3 1 6n-+B3s... 
und fürs=n+I1,n+2,....2n—1: 

ee 2 on a 

h, .6n—3s 6n + 3s u... 12.7007 
6n +38. ...2i%' s0 yOnsöe zontze nn: ir. syan-; DE ER 


‚6n+3s—316n+3s 





b6n + 3s. 
Für die noch zu betrachtenden Fälle haben wir: 
3n+39na... 


.6n—3s +316n—3s..., 


b312n—3 3n 9ne. 


= 


r 





1.d6n6n +3... 


Er 


In. j SEN al3n+3 nr 
6n. 6n+31d a AR . 12n—31 b 
XZ) Auch alle Zeilen X sind zu allen Zeilen Z kohärent. Es steht für s=1,2,. 
 ..; a, .; rt 
3. Br ae — at ut 
On +3. A 
6n +35 —1. Zend 
6n — 35 — 1. u u 
6n — 3s —1. ET 
und fürs=n+I1,n+2,...,2n—1: 
Bi 2 Bi 2, p 4 
3. ‚6n—3e—16n +32 —1 6 —3+2 6n + 3s 
tr 2 et ee ei Ku 
6n +3s —1. ler Mc RA EN Dearhunin se 


6n—3s +2... 


6n —3s +2. 


Be 3s+1 „6n-3s+ 


6n-38+2 
-1 225 - 1 


ee - 
‚6n+3s—h3 it. 


—1: 








22 Ringel, Farbensalz für orientierbare Flächen vom Geschlechle p > 0. 


In den hierbei nicht erfaßten Fällen steht: 


3. d6n—16n+2...3n +2 9n —1la...b212n—4A..3n—1i9n —ie... 
9n—1.. > e ... 8 33a +32. .... .e 8 3.—1 
6n—1.. s 6n+23d. . . . 4 un Be. 


ZY) Dasselbe noch für alle Zeilenpaare ZY. Es steht fürs =1,2,....n—1: 


2. Pa Yy, 1 Y, Yassı Yasıı “m 
2. ...6n —3s +1 6n +35 — 2 672 —3s —206n +3s +1... 
On +3s—2 ...ykiiei- nn 


6n +3s—2. ...6n —3s—226n—3s-+1..., 
Dr 7 Fr BE et u BR 
6n —3s —2. ...6n +3s +1 2 6n +3s—2... 
Für die restlichen Fälle steht: 
2.b6n—26n-+1...3n +1 9n —2c...di12n—5...3n—29n —2a... 
I9n—2.. } .  .„a23n—2 h 043835 + .. 
6n—2.. N 6n+125b. . i ‚ 1...142n—52d 


bYZX) Auch bezüglich jedes Zeilenpaares bY, bZ, bX gilt die Regel R*. Es genügt 
hierbei, irgendeine der Zeilen Y bzw. Z bzw. X zu betrachten, denn Hilfssatz 4 gilt 
ja auch hier. 
b. > Da Yın-ı Zn 1 Dun-ı Yın-ı Br 
b....6r +6 6n +42 3 1 ‚ 
ee re.) i.Beat... RR... 12... 


dYZX) Dasselbe für die d-te Zeile: 
d. 0 Dan Yın-ı Zn 1 -ı Yın BEER 
d....6n—3 12n—2 12n—46n 1 Rp 
12n—2. ...12n—4 d 6n—3..., 12n—4. ...6nd12n—2..., 6n....A1d12n—A... 
acYZX) Die beiden Zeilen a und e können gleichzeitig betrachtet werden, weil in 
ihnen genau dieselben Nummern stehen: 
a. I 2, Y: 
a. ...6n—13n—2 12n—3 9n—46n —5... 
ce. ...6n —13n—2 12n—3 9n —46n—5... 


73 73 L/ 
2| Yı T| 


Dazu finden wir: 


3n—2. ...12n—3a 6n—i...12n—3c 6n —1i... 
12n—3. ... 9n— 4a 3n—2... I9Sn—4h4c 3n—2... 
9n —A. ... 6n—5al2n—3... 6n—5 ce 12n—3... 


Die Zeilen a, b, ec, d untereinander brauchen wir nicht zu betrachten, denn in diesen 
kommen ja nur die Nummern 1,2,...,12n — 3 vor. In unserem Schema 2 gilt nach 
alledem ausnahmslos die Regel R*. Daher stellt Z''’ einen Länderkomplex auf einer orien- 
tierbaren Fläche dar. 





Li 








Ringel, Farbensatz für orientierbare Flächen vom Geschlechte p > 0. 23 


$ 3. Folgerungen aus dem ersten Grundschema. 


Den durch Schema 2'' dargestellten Länderkomplex bezeichnen wir ebenfalls mit 
2". und interessieren uns nun für das Geschlecht p der durch £''’ definierten orientier- 
baren Fläche. Wie aus dem Schema 2‘) hervorgeht, besteht der Länderkomplex Z' aus 
12n — 3 „(12n + 2)-Ecken‘, zwei „(12n + 3)-Ecken‘‘ und x (A4n—1) „3h-Ecken“. In2 
ist daher die Anzahl der Kanten K = 72n + 18n — 9 und die Anzahl der Länder 
" “ 2 = A . s0—1 
F=12n—1+ Pr (4n—1). Das ergibt wegen h= ı 


Formel (3): 


nach der Eulerschen 


p = 12n?— 3n — (3,n —1). 
Gemäß unserer Vereinbarung schreiben wir also jetzt 
zum ai PTR -3n-(3,n-1)* 


Wir wollen nun den Begriff Land noch etwas allgemeiner fassen. Jedes Flächen- 
stück F, welches homöomorph ist zu einer Kugel mit g>1 Löchern soll nun auch mit 
Land bezeichnet werden. Wir werden dann auch sagen, F ist ein (g — 1)-facher Henkel. 
Für qg= 2 heißt F kurz Henkel. Unter Ansetzen eines (g—A)-fachen Henkels an eine 
Fläche %, verstehen wir folgende Operation: Aus 5, werden g Elementarflächenstücke 
herausgeschnitten und die Ränder der g entstandenen Löcher punktweise mit den Rändern 
der q Löcher eines (g — 1)-fachen Henkels derart identifiziert, daß wieder eine geschlossene 
orientierbare Fläche, nämlich %,+,-ı entsteht. 

Unser Länderkomplex 2%) ,»_3„_(3,n., enthält genau (3, n— 1) Länder, welche mit # 
bezeichnet sind. Diese (3, a — 1) Länder wollen wir nun entfernen und auf die so ent- 
standenen (3, n — 1) Löcher setzen wir einen [(3, a— 1) — 1]-fachen Henkel auf, welchen 
wir dann wiederum mit a bezeichnen. Ebenso ersetzen wir die (3, n — 1) Länder, welche 
mit c bezeichnet sind, durch einen [(3, an — 1) — 1]-fachen Henkel, der wieder c genannt 
wird. Bei dieser Abänderung erhöht sich das Geschlecht um 2(3, n — 1) — 2, und wir 
erhalten einen Länderkomplex 


Zusmt-Sn+ld,n-1-2- 
Aus dem Inneren von Land a und Land 5b schneiden wir nun je ein Elementar- 


flächenstück heraus und identifizieren die beiden Randkurven derart, daß wieder eine 
geschlossene orientierbare Fläche entsteht. Das Geschlecht erhöht sich dabei um eins. 





Abb. 5. 


Dasselbe soll auch für c und d geschehen. In dem nun entstandenen Länderkomplex 
%on2-3+0,n 1) Ist also a zu b und c zu d benachbart. Wie aus Abb. 5 hervorgeht, können 
wir durch Ansetzen eines weiteren Henkels erreichen, daß dann in %,,,2_32+@,n-19; 1 alle 
vier Länder a, b, c, d untereinander benachbart sind. Dann aber haben wir endlich einen 
Länderkomplex %,3,2_3n+(4,n-1,ı erhalten, der aus 12n + 1 Ländern besteht, die alle 
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zueinander benachbart sind. Für die Maximalzahl der Nachbargebiete erhalten wir daher 
die Ungleichung 

(U)) 12n +1 = vione-3n4W@,n-1+1° 

Hilfssatz 1 ermöglicht uns, nun noch eine weitere Ungleichung zu gewinnen. Wir 
gehen von dem vorhin erhaltenen Länderkomplex 2,,,2._2+@,.-1.2 aus und treffen i: 
ihm folgende Auswahl von Eckpunkten und Kanten: 


[6n +1 4 3n+5] [9n +3 4 3n +3] [t, u, ] 
[6n + 4 7 3n+8] [9n +6 7 3n +6] [t, u; ] 
(A,) ; 


l12n—5 6n—2 9n—1] [ 3n 6n—2 9n—3] [tarzUnss] 
An diesen 4n—2 Eckpunkten sind genau 10% —5 Länder beteiligt. Die restlichen 2n + 
Länder mögen für die i;, und u, eingesetzt werden und zwar etwa , =a,u, =b, 1, =«, 
u,=d, die übrigen seien beliebig verteilt. Die Kanten [t;u,] kommen dann gewiß in 
2 ant-3n4@,n.1).ı Vor. Aber auch die in (A,) angegebenen Eckpunkte treten wirklich 
auf, was aus folgendem Ausschnitt vom Schema 2 hervorgeht: 


4. ...a3n+5 6n+i1...3n +3 I9n+3ec... 
7. ...a3n +8 6n+4A...3n+6 9I9n+G6e... 


6n—2. ...a 9n—1 12n—5... 9n —3 Bi 

Unsere Auswahl (A,) erfüllt also die in Hilfssatz 1 geforderte Voraussetzung und wir 
dürfen noch die Reihenfolge (R) der entsprechenden 5n + 1 geordneten Länderpaare 
beliebig wählen. Bei dieser Wahl wollen wir nur auf a, b, c, d achten, im übrigen sei (R) 
beliebig: 

(R) im r 7m ee 7 m wenn an 

In dem mach Hilfssatz 1 existierenden Länderkomples 2, ,:;2n+@,n-1)-„, Welcher 
aus den 12n + 3 Ländern 1,2,...,12n —3, a,b, c, d, fı, fs besteht, ist b mit a und d mit 
c durch eine Kante [f,/,] verbunden. Dies können wir nach Abb. 1 derart abändern, daß 
b zu a und d zu c benachbart ist, dafür treten zwei Kanten [/,f,] weniger auf. Aber f, und f, 
bleiben immer noch zueinander benachbart. Durch Ansetzen eines Henkels können wir 
dann noch bewerkstelligen, daß a,b, c,d zueinander benachbart sind (siehe Abb. 5). 
Wir haben also einen Länderkomplex 2, ,2.02+«@,n-n-ı erhalten, welcher aus 12n + 3 
zueinander benachbarten Ländern besteht; daher gilt 

(U;) 12n +3 S vionr2n+@,n-1-1° 

Obwohl das zweite Grundschema 2” ähnlich gebaut ist wie 2, lassen sich die 
beiden Schemata leider nicht aufeinander zurückführen, so daß es nötig ist, auch 2” 
ausführlich zu beschreiben. Es ist zwar etwas komplizierter, wird sich jedoch besser aus- 
nützen lassen und wird schärfere Ungleichungen liefern. 


$ 4. Das zweite Grundschema. 


Unser Schema 2? wollen wir in analoger Weise beschreiben wie 2) in $ 2. Alle mit 
3?) zusammenhängenden Bezeichnungen sollen sich nur auf diesen Paragraphen beziehen. 
Die Nummern von 2” mögen mit 1,2,...,12n,a,b,c,d bezeichnet sein. &'” habe zu- 
nächst die unbestimmte Form: 











ıc) 
a 
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An a An 
En a 
ganz wegen (An, n— 2) = (8, n — 2) und (4n, n— 1) = (4,n— 1). Mit den Nummern 
1,2,...,12n und mit den oberen Indizes rechnen wir mod 12n. Die Zeichen a,b, c, d 
sollen sich wieder formal wie das Symbol oo verhalten. 


Hierin ist h = zu setzen. Die Zahlen k und g sind stets 


Wir setzen für i=1,2,3,...,An: 


a =3i+0n3|,|e- 1} (k=1,2,...,4n) 


yit=3i—2+6n—3 k (— 1)" (k=2,3,..,40) 


(Yı) N 
23144324342 





(1)! (k=1,2,5,6,...4n—3,4n—2) 








4 
2-2 - 3} —1—3n+3 : (— 1} (k=3,4,7,8,..,„An—1,4An) 
yiı=3i—5+3 Aa, (k=1,2,...,4n) 





1! (k=2,3,...,An) 





at i—l +6n+3|5 
(7) 


343433713 (k=1,2,5,6,...,4n— 3, 4n —2) 
adi 13143-303700 (k=3,4,7,8,...„an—1,4r) 


ii —-3i—1+6n—3 3| (— 1) (k=1,2,...,4n) 


. = 3i+6n 43|5|00 (k=2,3,...,4n) 


(X) 
yi =3i+1 +3n-3|* 7 |e-9' (k=1,2,5,6,...,4n—3,4n—2) 


ya -3i41-3n—3|z 


All (k=3,4,7,8,..,An—1,An). 


Weiter setzen wir für k=1,2,...,An: 





A=24+3n+k@n—0)+3|", | 4 =2+k(6n+3) 
a) = 1 +4@n—9+3|7, (b)) 2=3+kl6n +3) 
L 
= —3n+k@n—0+3|*, y=1+kl(6n +3) 
%=5+3n+k@n— 3) +3|* | +84 3], 
k—1 rt ’ „Ik—1 
Jun A +k@n—3) +3| = | (d) 4=3+6n+6k+3|",, 
4=3—3nt+k@n—3)+3|", | = 4 +6h+3|,, |. 











Da 
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Wir erkennen sofort, daß in jeder Zeile von 29 lauter verschiedene Nummern zu 
stehen kommen, d.h. die Regel V* ist bestimmt erfüllt. Weiter sehen wir wieder auf 
Grund von (Y,) (Z,) (X,), daß für jedes i, j, k 

It, rt, At 
gilt. Wenn man also in der i-ten Zeile alle Nummern um 3 erhöht, erhält man die (1 + 3)-te 
Zeile. Dies gilt aber auch für i = a, b, c, d, weil sich die Nummern dieser vier Zeilen nach 
Addition mit 3 nur zyklisch vertauschen. In unserem Schema 2 ist also auch Hilfssatz 4 
von $. 20 gültig. Wir bemerken noch, daß wegen (Y,) (Z,) (X,) die beiden Relationen 
gelten: 

(Z,) at 6n +8 — dt, Mehn+6—g". 

Wir zeigen nun, daß in 29 Regel R* erfüllt ist. Dabei beachten wir, daß in der i-ten 
Zeile die Nummer 6n + ı nicht vorkommt. 

Y) Alle Zeilen Y sind zueinander kohärent. Es genügt zu zeigen, daß die 1-te Zeile 
zu allen anderen Zeilen Y kohärent ist. Es steht in der 1-ten und (1 + 6n + 3s)-ten Zeile 
für 1,2,...,2n —1: 


























.; ... a, OR Zs+8 
1. ...2—3n (—1)’ +3 Zu - 1+6n+3s 5+3n (— 1)’ +3 5 
1+6n+3s. ... zl+0n+3s ee ne 
1+6n-+3s. ...5+3n (—1)’+3 5 1 2 —3n (—1)’+3 == 
1. ... a Y, Zar Ä 
1. ...5—3n (—1)’—3 = 1+6n—3s 2+3n (—1)’—3 5 
1+6n—3s. ... rin 0 Ai re 
1+6n—3s. ...2+3n (—1)’—3 5 1 5 —3n (—1)’—3 -- 
Wir merken uns hier für später an: 
PR | _—_ „1+6n+3s „1 ar 8 
“28+2 28-1 ’ “28-1 »28+2 
(Ya) Be „1+6n+3s „1 „1+6n-3s 
2: u 7 ’ RE 78 


Z) Auch alle Zeilen Z sind zueinander kohärent. Es steht in der 2-ten und 
(2 + 6n + 3s)-ten Zeile für s= 1,2,...,2n —1: 


ec 3 Pe 
Ey Hu. en en ee, , 

2. a 27. 241 Zar 
2+6n—3s. en a. 38 gap 38 er 


Das ergibt nach (Z,) und (Z,): 


2. ...8+6n—zl,, 2+6n+3s8+6n — 2,1 --- 
2 +6n-+3s. ...8+6n— 2; 2 8 +6n — 2; ..., 

2. ...8+6n—2l, 2+6n—35s 8+6n— 2), -- 
2+6n—3s. ...8+6n — 2ı;°7*°* 2 8 +6n— alt"... 


Daß auch hier die Regel R* gilt, erkennen wir jetzt mit Hilfe der Relationen (Y)). 
4* 
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X) Dasselbe führen wir auch noch für die Zahlen X untereinander durch 


fürs=1,23,..,2n—1: 


. 3 3 
Ms. 2%, 
3+6n+3s. Eu 
[ 3 3 
3. ne. Y2; 7541 
3+6n—3s. ee 
Nach (Z,) und (X,) heißt das: 
3. ...6+6n—zl,_, 


3+6n-+3s. 


3+6n —3s. 


.6+6n — 2;°""° 
3. ..6+6n—g, 
6 + 6n — zytn+?* 


3 


3 


3 
Yas+1 rn 
3+6n+B38 
Yas+2 “en. 
3 
Yas+2 
3+6n-38 


Y2s-1 


6+6n— 


Wegen der Relationen (Y,) gilt also auch hier Regel R*. 


3+6n +35 6+6n—.zl,,, 
» » „1+6n-3s 
6+0n— 2,;2 Ar 


3+6n—6s 6+6n — 2,» 


. Es steht 


„1+6n+3s 
“2s+1 R 


YZ) Jede Zeile Y ist zu jeder Zeile Z kohärent, denn es steht fürs = 1,2,...,n—1: 
1. 2. 2-1 Zasr2 Zar " 
1. ...3+6n —3s 6n +3s 6n—3s 3+6n +3s. 
6n + 38. Kun Yrııa Mae cn 
6n + 3s. 6n — 3s 1 3+6n—3s .:., 
6n — 38. at Want Bia-tsıı 
6n —3s. ...6n +3s +3 1 6n + 3s 
Weiter steht fürs=n +1,n +2,...,2n —1: 
1. E Zus Zar 2, 2.-1 i 
1. ...6n—3s 3+6n +3s 3 +6n —3s 6n +3s... 
3—6n +3s. ... mar Yascinsz Taa-dnrs 2 
3—6n-+3s. ...3+6n —3s 1 6n —3s ” 
3+6n— 3. 0 aaa ae +: 
3+6n—3s. ...6n-+3s 1 3+6n+3s... 
Und in den hier noch nicht betrachteten Fällen haben wir: 
1. d 6n 3+6n...3+3n 9n a...b 3 12n...3n 3+9n e... 
5 12n 1 b . 6n. ..3+6n iA d. 
In. aAi 3+3n. ‚3+ 9n. ce 1 3n 


YZ) Dasselbe auch für die Zeilenpaare YZ. Es steht für s = 1,2,..,n—1: 


\ 


„3 
2. 


3. 


3 
225-1 


3 
295+2 


„3 
“2s+1 


3. ...6n—3s +2 6n +3s—1 6n—3s—A1 6n +3s +2... 


6n +3s —1. 
6n +3s —1. 
6n — 3s —1. 
6n — 385 —1. 


„6n+3s-1 
“An-A4s 


.‚6n—3s—1 


6n-38s-1 
Z4n-4s-1 


‚6n+3s+2 


6n+3s-1 
Iun-4s+1 


3 


6n-3s-1 
Iun-ss 


3 


„6n+3s-1 
“4n-4s+2 


6n—3s +2.. 


6n-38s-1 
Z4n-4s+1 a 


6n +3s—1... 


... 


ch. 








Fer 


Fü 


bn 


Bi 
Des 


bn 


Hil 
bzı 


Wi 
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Ferner steht fürs =n + 1,n+2,..,2n—1: 





. „3 „3 „3 3 
> er °28+2 228+1 “2 225-1 u 
3. ...6n—3s—1 6n+3s +2 6n—3s +2 6n +3s—1... 
. « „6n+3s+2 6n+3s+2 „6n+3s+2 
6n+3s +2. ... Zrlunrı Y4s-An+2 24s-4n+3 ... 
6n +3s +2. ...6n —3s +2 3 6n —3s —1..., 
r d ‘ „6n-3s+2 6n-3s+2 „6n-Bs+2 
6n—3s +2. ... 0_iue nn Mile ne 
6n—3s +2. ...6n +3s—1 3. 6n+3s+2... 





Für die restlichen Fälle haben wir: 
3. d 6n—A1 6n+2...3n +2 9n —1ia...b 2 —1...3n—A1 I9n+2e... 


b6n—1.... 6n+23d ee 9n—1l. ...ad3 3n-+2 
BE. —1 35 Br 9a+2. ..ece3 I3n—I 
ZY) Nun auch für die Zeilen Z und Y. Es steht fürs =1,2,...,n —1: 
2. ... Y; %.-ı Yasrz Yaarı 
2... —2+3s 1—3 1 +3s —2—3s ... 
1—3s. u. a Zimetes na un 1+3s. un ns Zu Ya en. 
1—3s. ...1+3s 2 —2+3s..., 1+3s. ... —2—2s 2 1—3s 
Weiter steht fürrs=n -+1,n +2,....2n —1: 
2. Er Yasız Yassı Y%; Y%s-ı 
2. ...1+3s —2—3s —2+3s 1—3s... 
1 u. De ra 
—2—3s. ...—2+3s 2 +38 ..., 
—2+38 ...Yiron-s Znun-ı Nıo-ia 





—2+3s ... 1—3s 2 —2—3s... 


In den restlichen Fällen steht: 
2.di1 —2...3n—21—3na...b6n—21—6n...3n +1 9n —2c... 
ie —2 2 d er 1 —3n. 2 2 3n—2 
6n—2..... 1—6n 2 b 1yi5 9n —2. ve 23n +1 
aYZX) Auch bezüglich jedes Zeilenpaares aY, aZ,aX gilt die Regel R. Wegen 
Hilfssatz 4 genügt es, die Zeile a mit je irgendeiner passend gewählten Zeile aus Y bzw. X 
bzw. X zu vergleichen. 
re Yyı x“ 2 Y er 
a. ...b6n—4A 3n—5 12n—6 In —10 6n —il... 
Wir finden dazu: 
3n—5. ...12n—5 a 6n—A..., 12n—6. ...9n—10 a 3n—5... 
9 —10. ...6n —A a 12n—6... 


bed YZX) Nun zeigen wir dasselbe analog noch für die übrigen Zeilenpaare mit b, ce, d: 
b. a Yın-ı Zn Tun Yın 
b. ...6n 6n—2 2 3 41 
6n—2. ...2b 6n..., 2....35 6n—2.., 3....15 2... 
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Bin Yı x 2 ar 
ce. ...6n +2 3n—2 12n 9a —1 6n—5... 
6n +2. ...12nc6n-+2..., 12n. ...I9gn—1c3n—2..., 9n—1. ...6n—5 c12n.. 
iR y 4 7 
d. ...5 6n+9 10 11 6n +15... 
Ga +R .: 0b... IR. Dar... R‘.... 
Wir haben hiermit nachgewiesen, daß in unserem Schema 2 die Regel R* aus- 
nahmslos erfüllt ist. Das Schema 2% stellt daher einen Länderkomplex 2 auf einer 
orentierbaren Fläche dar. Das Beispiel zu 29 für n == 2 lautet: 
1 16 3 19 14 2% 


.2 5 9 Ba 80% 75 475 34 6 21e 2 d 
4.58 2 Aa1ı 3310 8 725 6 3 94c41 9227 1 5d 
.BE 15 4Aa4b 2 BE 1WB5 I 6 3BeN 2 5 1 W@0 A Bd 
w..1 4 B Ban 5 4 B 251295 6e9 18 43 7 1d 
3.4 31 6a 28 WT 6 555 2 WB IJeB AU 7 2 W 14 d 
16. 364 9a3 112% 9 85 BE ALCec 2 7U W518 17 d 
9.6 9 32a 2 44 132 U5B AB 4 bc 5 W173 816 2 d 
2.92 6ba5 77 42 1454 1 3 Be 8 WOK 1 19 3 d 
2.12 4a 7 AR 5 BB 35 WB 7 We 911 a8 6 5 18 d 
417250 338 2 65 BE KW WER UM A411 9 8 21 d 
8. 7 AW 1a BB 6 21 5 95 WB 2RCceBET ZU 2 1 Ad 
1.10 73 4a1 2954 82526 1ceBAO 66T SM 3d 
4.3106 7a4 52831 552 19 de ABI 8 17 6d 
17.16 3 9 Ma 3851 6 U Bb 1 42 74 22 321% 9d 
2.962 Ba 61 BU IT Ab 4 7 1We 3 515 2 43 12 d 
3.2 9 16a 9 AT AT WABe 6 8EW 5 3 2 Bd 
3.14 87a EB 21 34 15 23 5%c 72199 A616 d 
47T 1a B A 1a CE 3 Ab 5 2 8 Be WE 2 2 7 919 d 
I. U Ba 4 439 6 TB 8ES5 UL 2CeB WE 1 BB | 2 2 d 
2.2083 7 293762 9 WB 1 84 5eK 1 4AW WB 15 1d 
5.3 20% 5a2 60 9 12 BB U 1 7 8Cc WA 72116 18 4d 
8.2 53 8a 1 9IB2 AB KEB NT UM O NCe 2 304 9 21 7d 
21.5 82 1a a2 6b 7B WB T BUCc 1613 3 2 24 10 d 
4.81 54a 75 WB W125 30 2 7e A911 6 1 3 Bd 


a. 8 1 BA 4 214 7 2)(7 0 3) 3 68 6 9) A 

» 7816 89 7342 4U 5 BB 56 «X AWı 2 W 2 
ee 4 447 73206339262 591 8: 

. 6101 3%7 9235 JEAB U 6 O2 ı 21 


$ 5. Folgerungen aus dem zweiten Grundschema. 


Der Länderkomplex 29 besteht aus 12n „(12n + 2)-Ecken‘“, > „sh-Ecken“, 
n „3g-Ecken“, zwei 6n-Ecken und einem 12n-Eck. Es ist also in 22 die Anzahl der 


Länder F =12n + = Mn ” +3 und die Anzahl der Kanten K = 72n? + 36n. Das 


ergibt für das Geschlecht p von 2 nach (3) und wegen der Bedeutung von g und Äh: 
2p = 24n? —1-—-(8,n — 2) — (4,n—1). 
Wir schreiben zur Abkürzung 
(n) = 3 [(8,n —2) + (4, n—1)— 1] 


und bezeichnen also unseren durch 2‘? definierten Länderkomplex mit &,32:_(n.,. Man 
rechnet leicht nach 


4 


(n)=1 für n = 0,3,4,7 (mod 8), 
(n)=2 für n =1,5,6 (mod 8), 
(n)=4 für n=2 (mod 8). 
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Wir entfernen nun die beiden mit d bezeichneten 6n-Ecke und setzen auf die so 
entstandenen beiden Löcher einen Henkel auf, den wir dann wieder mit d bezeichnen. 
= Länder, welche mit a bezeichnet sind, durch einen (F — 1) 
fachen Henkel, der sodann wieder a heißen möge. Auf die gleiche Weise stellen wir den 


Ebenso ersetzen wir die 


„Zusammenhang“ der or Länder, die mit c bezeichnet sind, her. Dabei erhöht sich das 


Geschlecht insgesamt um (8, n — 2) + (A,n—1)—1=2(n) und wir benennen den 
entstandenen Länderkomplex mit %sns.m-ı: 

Wenn wir wie auf S. 23 das Geschlecht um 3 erhöhen, können wir zu einem Länder- 
komplex Z75y2;(m);2 gelangen, in dem die vier Länder a, b,c,d untereinander benach- 
bart sind. 

In Zyonszemyız Ist nun für i=1,2,...,6n das Land : zu dem Land i + 6n nicht 
benachbart, aber sämtliche anderen Länderpaare sind zueinander benachbart, insbesondere 
izui+ti und i+6n zui+i-+ 6n. 

Durch Ansetzen eines Henkels können wir wieder wie in Abb.5 (nämlich für 
a,b,c,d=i,i+1,i+6n,i+ 1 + 6n) bewerkstelligen, daß i zui +6n undi-+1 zu 
i+ 1 + 6n benachbart ist. Wenn dies für i = 1,3,5,..., 62 — 1 geschehen ist, haben wir 
3n Henkel verbraucht, aber dafür schließlich einen Länderkomplex 2,5, ,31+(n) +2 erhalten, 
dessen 12n + 4 Länder alle zueinander benachbart sind. Für die Maximalzahl der Nachbar- 
gebiete erhalten wir daher die Ungleichung 


(U,) I2n+As Vjon?+3n+(n)+2° 


Nun gehen wir noch einmal vom Länderkomplex 2,,,2;(n);2 aus und wollen Hilfs- 
satz 1 speziell für r = 0 anwenden. In 2,,,2;(),2 Kommen gewiß folgende Kanten vor: 
(R) [a1][1 +6n2][2+6n3][3 + 6n4]... [12n —16n][12na][be]. 

Nach Hilfssatz 1 existiert dann ein Länderkomplex 2,5224(m)+6n.3, der aus den 
Ländern 1,2,...,12n, a,b, c,d, f}, fs besteht und in dem i: und i + 6n durch eine Kante 
[fıfa] verbunden sind. Das läßt sich nach Abb. 1 wieder derart abändern, daß izui + 6n 
benachbart ist. Dann bleiben immer noch zwei Kanten [f,fs] übrig, und wir haben also 
einen Länderkomplex Zizy:;(m+sn,s mit 12n + 6 zueinander benachbarten Ländern 
erhalten. Daher 

(U,) 12n + 6 = Vion?+6n+(n)+3° 

Wir bemerken hier, daß diese Ungleichung (U,) die schärfste von allen ist, die wir 
in dieser Arbeit erhalten. Wenn wir nämlich mit (1) auch nach oben abschätzen, so 
erkennen wir, daß in (U,) sogar das Gleichheitszeichen gilt. Wegen der Einheitlichkeit 
lassen wir jedoch (U,) als Ungleichung stehen. 

Wir benützen nun den am Anfang dieses Paragraphen gefundenen Länderkomplex 
Zont+m-ı. In ihm kommen folgende An Eckpunkte und n + 2 Kanten vor: 


[ 9n 1 3n +3] [6n+4 1 3n+ 5] [9n+ 8 9n+ 5] 

[9n +3 4 3n+6] [6n +7 4 3n+ 8] [I9n+14 9n +11] 

[9n + 6 7 3n+9]) [6n +10 7 3n +41] [9n +20 9n+ 17] 
(A,) 


[Br —6 6n—5 9n—3] [12n—2 6n—5 9n—A1 )] [Bn-+2 3n—1] 


; [db 6n+1] 
[9a+2 6n—2 a: 5 na 300] A 3n ] 
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Daß diese n + 2 Kanten in 2,,,.;.,)-ı vorkommen, ist klar. Aber auch die 4n Eckpunkt. 
treten wirklich auf, wie aus dem folgenden Ausschnitt von 22 zu ersehen ist: 


1. ...3n+3 9n a...c3n+5 6n +4 
4. ...3n +6 9n+3a...c3n +8 6n +7 
7....3n +9 9n +6a...c3n+ii 6n+A0... 


6n —5. ...9n—3 3n—6a...c9n —1 A12n—2 
6n—2.... } 3n—3a...c9n +2 


Laut Voraussetzung von Hilfssatz 1 dürfen wir nun noch die entsprechenden geordneten 
Länderpaare in beliebiger Reihenfolge (R) wählen, Wir nehmen etwa: 


(9n 3n + 3) (In + 3 3n + 6) (In +6 3n +9)... (din —6 9n — 3) 
(3n—3 .a)(b 6n +Ai)(In +8 6n +7) (In +8 9n +5) (In+5 6n-+A) 
(3n + 14 6n + 13) (9n + 14 9n + 11) (3n + 11 6n + 10) 
(3n + 20 6n + 19) (9n + 20 9n + 17) (3n + 17 6n + 16) 
(R,) 


(In—4 12n—5)(3n—4 3n—7)(9n-—-7 12n—8) 
(3n+2 3n—1)(9n —1 12n — 2) (In + 2c) (d 3n) 


Die Zeilen von (R,) sind hintereinander zu lesen. Nach Hilfssatz 1 existiert ein 
Länderkomplex 25224524 mit den Ländern 1,2,...,12n, a, b,c,d, fi, fs, für den die 
Menge aller Länderpaare, die in (R,) nebeneinander stehen und durch das Zeichen )( 
getrennt sind, identisch ist mit der Menge aller Länderpaare, welche in 2,52:;5n4(n) durch 
eine Kante [f,, /s] verbunden sind. Unter diesen Länderpaaren kommen folgende vor: 


(P,) i 6n+i für i=3,6,9,...6n 
und i=3n +5, 3n +11,....,9n —1. 


Durch eine einfache Abänderung (nach Abb. 3) läßt sich erreichen, daß ein Länder- 
komplex Zioys+sn4n) entsteht, in dem die Länderpaare (P,) benachbart sind und dafür 
das Land f, zu Land f, nur noch längs 2n — 4 Kanten benachbart ist. Für die beiden 
Länderpaare a, b und c, d kann in derselben Weise erreicht werden, daß sie in Sigyeysnsm 


benachbart sind. 
In diesem Zay2;5n+(n) treffen wir nun eine weitere Auswahl (A,) von An Eckpunkten 
und n +3 Kanten: 
[In +4 5 3n+1] [6n+2 5 3n+6] [9rn+3 9n +6] 
[9n +7 8 3n+4] [6n+5 8 3n+9] [9n+9 9n+ 12] 
[(9n +10 11 3n+7]) [6n+8 A B3n+12] N 
(A) N 


. } s , } ; [3n —3 
[3n—26n—19n —5] [12n—46n—1 9n] [9n —2 


Mn —1 
Ifı 


Diese in (A,) angeschriebenen Eckpunkte sind alle verschieden von denen in (A,). Um 
also nachzuweisen, daß die Eckpunkte von (A,) in Zjgy245n+) Wirklich vorkommen, 
genügt es zu zeigen, daß sie bereits im Länderkomplex 3 auftreten, was wiederum aus 
folgendem Ausschnitt von Schema 2” hervorgeht: 


[e 2 3n+3] [a 2 9n+i1] 
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ine t 9n+i1l a...c 3n+3 
5. ...3n+i I9n +4 a...c 3n+6 6n +2 
8 ...3n+4 I9Sn +7 a...ce 3n+9 6n +5... 


6n—1A. ...9n—5 3n—2a...c 9% 1n—A... 
Nun wollen wir wieder die Reihenfolge (R) der entsprechenden geordneten Länderpaare 


wählen. Wir schreiben diesmal nur die für uns wichtigen Länderpaare an und lassen für 
die restlichen, wie angedeutet, eine beliebige Reihenfolge zu: 


R,) (3n—2 ®n —5) (dn—5 9n—B8).... (9n+7 3n+4) (In +4 3n+A) (In +1 a) 
aD ur: dh .) @r+3 0 b9am—2. 


Nach Anwendung von Hilfssatz 1 erhalten wir einen Länderkomplex 25,2; 10n.(n).2 mit 


zwei neuen Ländern 3, /,, den wir gleich wieder so abändern, daß in 25,2; 10n.(m4+2 die 


Länderpaare a,d und c,b und i,6n +i (für i=1,4,7,....6n — 2) benachbart sind. 
Jetzt sind in %]o 22; 10n+«n),2 Mur die Länderpaare a, c und b, d und i, 6n + i(füri=3n +2, 
3n +8,...,9nr —4) nicht benachbart. Diese n + 2 „fehlenden‘‘ Grenzen können wir 


n+i 
| 


noch verwirklichen, indem wir 1 + Henkel ansetzen. Man vergleiche S. 23 


und Abb. 5. Wir erhalten daher: 
(U,) 12n+8<sv 


12n? +10n+[ "5" ]+m +3 
Wir behalten nun den Länderkomplex 2js2:; 10n,(n);2 noch weiter im Auge und 
treffen in ihm folgende Auswahl: 


[9n —1 3 3n+2] [n+1 3 »,4 
[9rn + 2 6 sn+5] [6n +3 6 3n + 4] 
[9n + 5 9 3n+8] [6n +6 ) Sn +7] 


[3n — 7 6n—3 9n—A] [12n —6 6n — 3 9n —5] 
12n—3 6n 9n—2] [ a 6n 3n—A] 


Diese Eckpunkte (A,) sind alle verschieden von jedem Eckpunkt aus (A,) und (A,). Die 
Eckpunkte (A,) treten also gewiß in &5,.; 10n+(n),2 auf, da sie bereits in 2” vorkommen: 


3. ...3n +2 9n ia... c3n +1 6n 
6. ...3n+59n +2a...c3n+A 6n+3... 


6n. ...9n— 1 3n—Aa...c9n—212n—3... 
Nun sind an diesen in (A,) angeschriebenen An Eckpunkten genau 10n verschiedene 
Länder beteiligt. Die restlichen 2r + 8 Länder ordnen wir diesmal ganz beliebig zu Paaren, 
d.h. wir bilden n + 4 Kanten. Nur wollen wir dabei darauf achten, daß b und d zu ver- 


schiedenen Paaren gehören. Bezüglich der um diese n + 4 Kanten ergänzten Auswahl 
(A,) wollen wir Hilfssatz 1 anwenden und wählen als Reihenfolge (R): 


(9n—1 3n +2) (In +2 3n +5) (In +5 3n+B8)...(3n —7 I9n—4A4) (In—A a) 
wi 7% ar an (. b) Bin. (. 3n—J1). 
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Es existiert also ein Länderkomplex 25,2; 15n+(m).;; mit zwei neuen Ländern f,, fs, der 
leicht so abgeändert werden kann, daß ein &,,., 15„: (m, mit lauter zueinander benach 
barten Ländern entsteht. Daher: 


(U,o) 12n +10 =s Viont+lsnt(n)+5' 


Noch einmal soll auf diesen Länderkomplex sy, 15n+(m;5 Hilfssatz 1 angewende: 
werden. Da dieser Länderkomplex bereits lauter zueinander benachbarte Länder besitzt, 
interessieren wir uns diesmal nur für die in Hilfssatz 1 behaupteten Eigenschaften 1 und 2. 
Es genügt daher, nur die Auswahl der Eckpunkte anzugeben, die dann ganz beliebiy 
durch Kanten so ergänzt werden kann, daß alle 12n + 12 Länder vorkommen: 


[3n 6n+Ai 9n +3] [A 6n +1 9n +5] 
Bn +3 6n+A 9n+6]) [7 6n+A 9n +8] 
(A) : ; , | j 


[In —6 12n—5 3n—3] [6n—2 12n—5 3n—1] 
[Bn+2 12n—2 a 12n—2 9n—6] 


Diese Eckpunkte sind alle von denen in (A,), (A,), (A,) verschieden und kommen in 
Zlonssısncm.; Wirklich vor, weil sie aus den Eckpunkten von (A,) durch Addition mit 6 
hervorgehen. Nach Hilfssatz 1 gibt es dann also einen Länderkomplex 2,5,» ,20n.4«n) 7 Mit 
42n + 12 zueinander benachbarten Ländern. Unsere letzte Ungleichung lautet daher: 


(U,.) 12n +12 s Vi2nt+20n+(n)+9* 


am 


$ 6. Untere Schranke für v, und der Farbensatz. 

Satz. Es gilt für alle p die Ungleichung 

7+y1+48p 
) 


_ 





Ka e Per 
a’ N ° 


2 


Zum Beweise sei n > 3 vorausgesetzt. Nehmen wir nun die Ungleichung (U,) und 


(2) 


schätzen mit der Heawoodschen Schranke (1) von S. 11 nach oben ab, so erhalten wir 


die erste Zeile der nachstehenden Ungleichungen. Auch die zweite Zeile ist nur eine An- 
wendung von Ungleichung (1). Beachten wir dann, daß », < »,. ist für p <p’, und wenden 
Hilfssatz 3 an, so ergibt sich die dritte Zeile. Dann nehmen wir wieder Ungleichung (U,) 
und schließen in dieser Weise weiter, wobei wir jedesmal, wenn keine Ungleichung (U,) 


zur Verfügung steht, auf die vorhergehende Zeile Hilfssatz 3 anwenden. 


/ 7 9 Ge DES, Pe 
12n +1 = Viont-In+(ß3,n-1)+1 > ? a LE 5. num nn = 6 3 <s12n +2 
2__ u 
"antıa,n-ı) s|+H we . ze) <12n +3 


12n+2 s Yjont+(3,n-1)+1 














/1 +. 48 2 i —1..0 
12n +3 Sronyonıa,a-n-ı S SE TREE 13 wi. t.c 2] s12n+4 
ck < 7+y1+ PIE +3n-+(n)+ a <12n +5 


7+y1+48(12n® +6n+ (mn +3) 





12n +6 S Yıpmzanım+3 = J | s12n +b 








In + 


In + 


lin + 


In + 





In + 
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| 7 +y1+48(12n®+9n + (n) +4) 
In + 7 2 "jan?+On+(n)+4 s ) <12n +8 ’ 








/ E n+1 
+] 1 + 48(12n2 4 10n + (n) + s|+3) 
In+8 Sr ig s|ı— - < 
12n®+10n+(m)+[ : ]+3 2 
£ / +4 
+] 1 +48(12n® + 13n + (n) + s |+5) 


In+9 sv ut 
12n!+13n+(m)+[ ä +5 








2 E 





























h* 


A 


<s12n+9, 


S12n +10, 


we’; a 2 N { =; 
In + 10 s Vion®+lön+(n)+5 s A pi ent .s + (m) 4 ) <12n + 11 . 
L 
A LARMIn!- 
In + 11 > "ontı 18n+t(n)+7 > i +yl ae > ur a (n) + N = 12n 7 12 ’ 
/ A In? ; | fi 
lin + 12 Ss Vion2+20n+(n)+9 > ; 2 - - ent = — 1" I . s 12n + 13 ’ 
.V (19 9,1 
"i2nt+21n+12 > . + \ nu ” a x u a 12n 4 14. 
Daraus folgt 
aa +1 sus t a — <12n +3 
für 12n®— 3n +(3,n—I) +1 sp<si12n?+(3,n—I1), 
i2n+2 s»,<s us: = <s12n +4 
für 12n?+(3,n—1) +1 sp<si12n®+2n+(3,n—1)—1, 
2n+3 sn, Ss ’+J et s1i12n+5 
) für 12n?® + 2n + (3,n—1)— 1 sp<s12n?+3n+(n) +2, 
2n+4 << + ee <12n +6 
für 12n?+3n+(n) +2<sp<sI12n?+6n-+-(n)+3, 
2n+6 +,Ss +) rn hund <12n+B8 
für 12n? +6n +(n) +3<sp<s12n®+9n +(n)+A, 
2n+7 s»,=s ’+y a 48p <12n +9 
E R n+1ll , „ 
für 12n? +-9n +(n) +4<p< 12n?+10n+(n) + | 9 | +3, 
/ 
In +8 <»,< et 48P| < 12n + 10 
I. 1 i 
für 12n® + 10n + (n) + % - +3 <sp<s12n?+13n+ (n) 4 "3 | +5, 
12n +9 <»,< L + Aus 8PL < on +11 
2 n+i1 k 2 
für 12n? + 13n +(n)+ 5 | +5spsiAi2n?+15n+(n)+5, 
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Rn +10 <,<| 7 nt — <42n +12 
für 12n? +A15n +(n) +5 <spsA2n®+18n+(n)+7, 


< ar si <12n +13 








für 12n® + 18n +(n) +7 sp <s12n?+20n+(n) +9, 


In +12 <»,< + Pr SBP| <12n +14 





für 12n? +2 0n +(n) +9=sp<s12n?+21in +12. 
Nun gibt es zu jedem p > 100 sicher ein n > 3 derart, daß p in mindestens einem 
dieser elf oben angegebenen Intervalle liegt. Für alle p > 100 gilt daher die Ungleichung (2). 


Wir bemerken, daß es zweckmäßig war, die Zeichen (rn) und (3,n — 1) mitzu 
schleppen. Wenn wir nämlich von Anfang an mit (n) < 4 und (3, n — 1) < 3 abgeschätzt 


hätten, so wären die eben durchgeführten Abschätzungen nur für n = 6 richtig und wir 


hätten (2) nur für p = 416 bewiesen. 


Jetzt ist es nicht schwer, die Ungleichung (2) auch für alle p < 100 nachzuweisen. 
Zunächst gilt für 1 <p 9 sogar die Gleichung 


> 7 1+48 
(6) FEEHPRET + V ! 8p 





Für 1 <p<7 zeigte dies bereits Heffter. Für p = 8 fanden wir in $1 auf S. 14, daß 
(G) richtig ist, woraus die Gültigkeit von (G) von selbst auch für p = 9 folgt. 


Aus »; = 13 folgt nun durch mehrmaliges Anwenden von Hilfssatz 2: 


13 = 9, 

ca g ne LP 2 

15 <v,<S E +y1 re — 46, 

16 <»,< en nn, 
„= er vi — 19) — 48. 








Es gilt also auch für 8<p < 19 die Ungleichung (2). 


Für die nächsten Geschlechtszahlen p gehen wir auf ein spezielles Resultat von 
Heffter näher ein. Er zeigte, daß r, = 19 ist, durch Angabe des folgenden Schemas: 


. 2 8 I BB EB DB DB ST BI TFA A TB RVM 
BET EEE EEE TEE TE BT ED 
EB I TR TAI BR NN I IB MB DB N MW 


m. 1ER RATE BE EB DB: Bi ir 


Auf den durch dieses Schema definierten Länderkomplex wollen wir viermal Hilfssatz 1 
anwenden und zwar bezüglich der folgenden vier Auswahlen von Eckpunkten, die jeweils 








1 
IM 


H 


W 


so 





Ta 
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beliebig durch Kanten ergänzt seien. Es interessieren uns ja diesmal nur die beiden in 


Hilfssatz 1 behaupteten Eigenschaften 1 und 2. 


8 ı 4] M 1 16] M AT 3 4 
(A) [9 2 5] m2 2 17] (A) 12 5 sI la 5 
10 3 6] [13 3 48] 13 6 9) [5 6 
14 7 10] 16 7 3] [17 10 13] [19 10 
(A) 15 8 11] 17 8 4] (A) 8 11 1] Ti 
16 9. 122] 18 9 5] 19 2 5] m 12 


Wir erhalten hierbei der Reihe nach 


19 = Yo9; 21 <s Vor; 23 <s VYa5; 25 = Va3; 27 — Vz: 


Wenn wir wieder für die dazwischen liegenden Ungleichungen Hilfssatz 3 anwenden, 


so erhalten wir: 


19 — vg, 
20 < ru Ss hd IE: 48, = — 2%, 
4 PER NE: LE 2 0, A, 
2 <u< tr] 2, 
ie ‚Be iKr D_ us 
4 << KEIZE: m - = 2, 


235 <a, < = EP 43 — 2%, 


7+y1+48.49) 
L 2 | 
27 < ra S 7 cl 48. 53 — 238 











B BIER 58] _ 99, 


Ya 


Die Ungleichung (2) gilt also auch für 19 < p < 58. 


Wir wollen jetzt den Länderkomplex 1, ,., n):0„.; von $5 betrachten, der uns zur 
Ungleichung (U,) geführt hatte. Für n= 2 enthält dieser Länderkomplex 2, einen 
7-fachen Henkel, welcher mit a bezeichnet ist. Diesen wollen wir entfernen und die 8 
entstandenen Löcher durch Elementarflächenstücke schließen. Dann haben wir einen 


Länderkomplex 2,, mit nur 29 zueinander benachbarten Ländern erhalten. 


29 = ru, 
<[7+/1 +62] _ 30, 


Ver = 2 


Ungleichung (2) gilt also auch für 54 < p < 62. 


Es folgt 
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Schließlich verwenden wir noch den von Heffter gefundenen Länderkomplex, 
welcher aus 31 „30-Eeken‘ besteht: 
1. 24 8 16 10 20 18 14 6 12 11 3 7 27 9 25 28 15 3 
2. 35 9 17 11 21 19 15 7 13 12 24 8 28 10 26 29 16 4 
3. 46 10 18 12 2 20 16 8 14 13 35 9 9 11 27 30 175 


121% 174195930 13 2 
12 27 18 3 2 6 30 31 14 3 
23819 S21 731 11524 
IE TBEINDTBELMWDECH EAATULDDBEBBEAIBNN EA 


Wir wenden zweimal Hilfssatz 1 an und zwar bezüglich 








ma ii 97.1 | 6 12] [27 6 18] 
[28 2 8] [23 2 14] [2 7 123] 28 7 19] 
(A) 29 3 9) RA 3 15] (A) 3 8 14] [29 8 20] 
[30 A 10] [25 4A 16] fk 9 15] 80 9 21] 
[31 5 11] 26 5 17] [5 410 16] [31 10 22] 
In der gleichen Weise wie vorhin erhalten wir dann: 
31 — PYe35 
322 << r nn = 32, 
B<m< ui ea DE 5 
L 
48.8 
34 <ı, < , NT en 
| 
35 <ıy < us 2. 48 . 88 = 36, 
/ 
<< 4 1 Anh m _ 37, 
Yo Z ka fi 7 a m 3, 


Die Ungleichung (2) ist damit für alle p bewiesen. 

Farbensatz. Für alle orientierbaren Flächen vom Geschlechte p > 0 ist die chromatische 
Zahl gleich der Maximalzahl der Nachbargebiete. 

Der Beweis steht wörtlich im $ 6 der Arbeit FN. Man hat nur »,, x, durch »,, %,, 
jedoch sonst überall qg durch 2p zu ersetzen. Zu beachten ist, daß dieser Beweis die Un- 
gleichung (2) und 13 < », zur Voraussetzung hat. Dies ist aber nach S. 14 fürp >28 
erfüllt. Für p=1,2,..., 7 ist der Farbensatz bereits von Heffter bewiesen worden (vgl. 
S. 36). 

Die Ungleichung (2) läßt sich auch als ein Ergebnis der relativen Graphentheorie 
interpretieren. Es sei 5, die orientierbare Fläche niedrigsten Geschlechtes, auf der sich der 
Graph ohne Überschneidung der Kanten zeichnen läßt. p heißt dann das Geschlecht von. 

Satz. Das Geschlecht des vollständigen Graphen aus n Knotenpunkten ist kleiner 
als un. 

WE 

Zum Beweis überlegen wir uns, daß wir zu einem Länderkomplex mit n zueinander 
benachbarten Ländern den dualen Komplex zeichnen können und so einen Graphen 
erhalten, der den vollständigen Graphen aus n Knotenpunkten enthält, für dessen Ge- 
schlecht p also gewiß n = v, gilt. Durch Einsetzen in Ungleichung (2) und nach einfacher 
Umformung erhalten wir den eben behaupteten Satz. 


Eingegangen 11. Juni 1952. 














Über die Darstellung natürlicher Zahlen 
als Summen von Primzahlen aus gegebenen Restklassen 
und Quadraten mit gegebenen Koeffizienten. 11. 
Die singuläre Reihe. 


Von Achim Zulauf in Mainz. 


$ 1. Einleitung und Bezeichnungen. 
1.1. In Teil I dieser Arbeit!) wurde für die Lösungsanzahl N(rx) der Gleichung 
(1.1.1) n=p +: +p,+bgi+t---+bg; pP. = a,(mod K,) ?) 
in ungeraden Primzahlen p, und ganzen Zahlen 5b, im Falle » > 2 die Darstellung 
n®-1 Joglog n' 


4 n®-1 
a S{n + 
6.1.2) N(n) PT(o) log'n äh log’n logn 
gewonnen (Teil I, (5. 1. 1)). Dabei galten die Bezeichnungen 
oo=s+H t/2; 
8 t 
P= a] p(K,) x IIb%; 
o=1 7-1 
(1.1.3) S(n)= Win, k); 
k=-1 


Win, k)= W(k) = N(k) En W*(k); 


W*(k) = k 8’ S(k, I) e(k, 1) °®). 
Ik) 
1.2. Die in 1.1 vorkommenden Funktionen N, M,®,3 und e sind definiert durch 


N(k) = IT N,(k): N,(k) = N für (2 ‚d) = \ ; 
o=-1 1 d, = 1 

M(k) = II u Fr ) a = Möbiussche Funktion; 
o=1 o 

®(k) = II y (&) p = Eulersche Funktion 
0=1 0 

mit 
d,(k) = d, = (k, K,) 
1) A. Zulauf, Über die Darstellung natürlicher Zahlen als Summen von Primzahlen und Quadraten. I. Resultate 


für genügend große Zahlen, Journ. f. Math. 192 (1953), 210-229. 


2) Selbstverständlich war (as, Ko) = 1 vorausgesetzt. 
3) In S durchläuft Z ein volles, in _%’ ein reduziertes Restsystem mod K. 
UK) UK) 
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und durch 
t 
s(k,)=]J Syn 3; Sk = ge(Lj?/K)°); 
T=1 iK) 
e(k, 1) = e(lm(k)/k); m(k) = & R,(k)a,—n 
o-1 
mit 


e(z/y) = exp (22i$); 
_ kQs(k), . u 
R,(k) = d,(k) ’ Q,(k) mod d,(k) so bestimmt, daß R,(k) = 1 (mod d,(k)). 
Die in 1.1 und 1.2 genannten Bezeichnungen stimmen mit denen aus Teil I überein, 
soweit sie dort schon vorkamen; einige Abkürzungen wurden neu eingeführt. 


1. 3. Im folgenden soll nun die in (1. 1. 2) auftretende singuläre Reihe © (n) genauer 
untersucht werden. Wie in Teil I wird dabei s > 1 vorausgesetzt. Dagegen wird die Be- 
schränkung ® > 2 nur in Hilfssatz 2 und im Hauptsatz gemacht (wo es ausdrücklich 
erwähnt wird), während die Definitionen und alle übrigen Resultate auch für & <s2 
gelten (vgl. 2.3). 

Wie in Teil I bedeuten C,, C,,... positive Konstanten, die nur von den fest vor- 
gegebenen Größen (s, t, K,, a,, b,) abhängen. 


$ 2. Produktdarstellung der singulären Reihe. 
2.1. Zuerst soll gezeigt werden, daß W(k) eine distributive Funktion von X ist, d.h. 
Hilfssatz 1. Für (k, k') = 1 güt W(k) W(k') = W((kk'). 
Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. 
2.1.1. Aus der Voraussetzung (k, k') = 1 folgt sofort 
d,(k) d,(k’) = d,(kk') 
und damit auch 
N,(k) N,(k) = N,(kk'). 
Berücksichtigt man ferner die Distributivität der Möbiusschen und der Eulerschen 
Funktion, so erhält man 
M(k) M(k’) = M(kk’); D®(k) ®(k’) = D(kk'). 
Damit bleibt jetzt nur noch die Distributivität von W*(k) zu beweisen. Hierfür zunächst 
zwei Hilfsbetrachtungen. 
2.1.2. Da {jk’ + j’k} wegen (k, k’) = 1 ein Restsystem mod kk’ durchläuft, wenn 
j und j’ ein solches mod k bzw. mod %k’ durchlaufen, gilt 
Sr, = Ze(LJ?/kk)= 3 Ze(L{jk' + j’k}?/kk’) 


J(kk') ick) 5’ (k’) 
= ZeiLkjtjk) Zeilkj?|k) = SuuSr.n- 
ick) v(k) 


Mit Z = b,{lk’ + U’k} folgt weiter 
Sy, 18 = 2 e(b,tlk + Uh} k’j2/k) = Z e(b,1{k’j}?/k) = S,..1; 


ick) i(k) 


4) Leere Summen und Produkte bedeuten 0 bzw. 1. 








sy 
in 


nö 


wo 





T- 
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denn wegen (k, k') = 1 durchläuft k’j mit j ein Restsystem mod k. Ebenso folgt bei dieser 
Wahl von Z 
Sy,ik zu Sr, bt’ » 
also insgesamt 
Syr,o.(r ve, — Ser 3(kk', Ik’ + Uk) = $(k, I) 8(k‘, TV). 


2.1.3. Da A,(k) und A,(k’) nur mod k bzw. mod X’ bestimmt sind, darf man, da 
ja (Ak, k’) = 1 vorausgesetzt ist, annehmen, daß R,(k) = R,(k‘) = R, gilt. Der eben mit 
R, bezeichnete gemeinsame Wert erfüllt definitionsgemäß die Bedingungen 


1 (mod d,(K)); d Ki R, 


fürK=kund K =k', woraus wegen der Distributivität von d,(K) folgt, daß er sie 
auch für K = kk’ erfüllt. Man darf also auch R,(kk’) = R, und mithin 


m(k) = m(k’) = m(kk’) = m 


R ‚ 


Pa 


annehmen. Man hat daher 


e(kk’, Ik’ + U’k) = e({lk + Ik} m/kk') 
— e(Im/k) e(!'m/k') = e(k, 1) e(k',?). 


2.1.4. Nun durchläuft Z = {Ik’ + l’k} wegen (k,k’) = 1 ein reduziertes Rest- 
system mod kk’, wenn ! und /' ein solches mod k bzw. mod k’ durchlaufen. Hieraus folgt, 
im Verein mit 2.1.2 und 2.1.3, 


W*(kk') = (kk')-t 3’ 8(kk’, L) e(kk’, L) 


L(kk') 


— k"' 8’ 5(k, 1) e(k,l):k’ ' Z’&(k’, U’) e(k’,T') 


I(k) V(k) 


— W*(k) W*(k'), 
und dies liefert zusammen mit 2.1.1 die Behauptung des Hilfssatzes 1. 
2.2. Nun ergibt sich leicht die gesuchte Produktdarstellung der singulären Reihe, 


nämlich: 
Hilfssatz 2. Es ist für > 2 


© (n) = W(n, k) = JI X(n, P), 
k=1 p 
wobei p alle Primzahlen (= 2) durchläuft und 
A(n,p)= Xp)=1+.2W(P) 
A=1 


gesetzt ist. 

Beweis. Da die singuläre Reihe für » > 2 gleichmäßig und absolut konvergiert 
(s. Teil I, 4. 6) ergibt sich die Behauptung sofort durch Ausmultiplizieren des Produktes 
unter Beachtung von Hilfssatz 1. 

2.3. Nunmehr läuft alles darauf hinaus, die Funktionen X(p) zu berechnen bzw. 
nach unten abzuschätzen. Dies wird in den $$ 3 bis 6 geschehen und zwar unabhängig 
von der in Hilfssatz 2 gemachten Voraussetzung » >> 2. Hat man also Hilfssatz 2 auch 
für  < 2 bewiesen, so läßt sich die singuläre Reihe mit Hilfe der folgenden Resultate 
ebenfalls berechnen und abschätzen. Erst im Hauptsatz (also ab 7. 4) wird wieder » > 2 
vorausgesetzt. 


Journal für Mathematik. Rd. 193. Heft 1/2 6 
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$ 3. Hilfsbetrachtungen. 


3.1. Es werden zunächst die folgenden Bezeichnungen neu eingeführt. Es sei 

}»(g) der höchste Exponent, mit dem die Primzahl p in der ganzen Zahl g aufgeht 
(d. h. p’r'® Tg); für qg = 0 sei A,(g) = + ©; 

s, die Anzahl der X, mit A, (K)=0;,=s—s,; 


{, die Anzahl der b, mit 2,(b,) = 0; 1, =1—1,°); 
a,= Ya, (s, Summanden)®); m,=a,—n; 
»| K, 
t 
b,= IIb, (t, Faktoren) ®) ®); 
Pt, 
t=(K,„.:„ÄA); A,= Lil). 
3.2. Es sei stets A 2 1. Aus den Definitionen folgt sofort (der Index » bei X und d 


wird hier weggelassen): 


mn |, fr As ach). 
(3. 2.1) d(p*) = (p}, K) = Dan für 1> A,(K)|’ 


1 falls As 2,(K) oder A,(K) = 0] 


ade 
NP) 0 sonst 





(für 7,(K) > 0 interessieren fernerhin nur noch solche A mit A < A,(K)); 
et nr 
Ka RI für Au(R)= 0; 2>1 
(für },(K) = 0 interessiert fernerhin nur noch } = 1); 
( ei) E— “ für A Ss A,(K) 
F\ap))" \p—1 für 2,(K)=0, = l- 
3.3. Aus 3.2 kommt insgesamt 
1 für A < /,(K,) 


r 2 [ ? p’ rn —1 a" es: er 
N), (5) ng für 2,(K)=0, 41 


0 sonst 
und daraus folgt 








E) u 
Mi) _ | PT LER 
N (p}) d(p) ” 0 für />1 t 
P 1 für ASA, | guys pt 
0 für A>4,| P 


(p tt oder p|f ist gleichbedeutend mit A, = min A,(K,) = 0 oder > 0). 


3.4. Esdarf (vgl. (3.2. 1)) offenbar 


=1 für O<AsA(K,) 
R A = () A p o 
(Pf) «(P) |_ 0 für A, (K)=0, A= N 


gewählt werden, also wird 
m(pf)=,—n=m,; e(pl) = e(lm,/p). 





5) Für i = 0 ist also stets t, =1,=0. 
®) Für {= 0 ist also stets b, =]. 
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2.5. Ist (K,L) = 4, so ist mt K= KA, L=LA 
Sy, = Ze(Lj?/K) = Ze(Lj?/K)= 4A-$e(Lj?/K)= AS$,,;- 
j(K) i(K) ;(K) 
Die Berechnung von S,; , kann also auf den Fall (p, Z) = 1 zurückgeführt werden. In 
diesem Falle gilt bekanntlich (s. etwa Bachmann, Zahlentheorie 2, 146—187) 














[0 1 
241 er . 

22 exp (7, L) fr p= 2, i= 2u+1>1 
+1 : 

$4,=12° el) exp (% L) 24 

/E ui | ; 

p® (3) exp (3 (1) ?) für p> 2, = 2u+1>1 
A 

[p° 24 


wobei zur Abkürzung sgn cos z L= c(L) gesetzt ist. 


$ 4. Wert von X(p) für p+ f. 
4.1. Für p +f gilt nach 3.3 
Xp =14+W@)=1+(.,)" ww). 
4.2. Wert von X(2) für 2+f. Nach Definition ist 
W*(2) = 2°'3(2,1)e(2, 1). 
Hierin ist nach 3.5 und wegen S, „—1 
ge fü 2 
2D=I fr neo] 
und nach 3.4 
e(2, 1) = e (m; /2) = (— 1)" = (— 1"; 


denn es ist 


Pe ONE 3&1= s, (mod 2) 
1 o 


2|K, eK, 
wegen (a,, K,) = 1. Also wird 
u (— 1)" für , = 0 
* Pa 
@-h für 1, > 0 
und daher nach 4.1 
1 für , >0 
X(2) = 2] . \2 [s = n (mod 2) 
0| für ,—=0(0 und I 
4.3. Wert von X(p) für p> 2; ptf. Es ist nach 3.5 
R für ptb, 
2b, m 4 b.l bu Ze . .. | 
|? (5)err 5 (p— 1?) für p|b, 


7 (5) bezeichnet das Legendre-Jacobi-Symbol. 
6* 
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Daraus und aus 3.4 kommt 


b zei n 
W*(p) = p' 8’ s(p,)e(p, ) = p-!% Or) ex 4 ,(p— 1) Ss 
MD pP’ she) =p (7 P(% »(p ’”) 
mit 
U\tp 
s- z({) etim 
6) (Im,/p) 


(man beachte die multiplikative Eigenschaft des Legendre-Jacobi-Symbols). Nun ist 


- p—i für plm,; 2|%] 
e(lm — he 
zZ e'm/p) <r für ptm,; 2], 
Er z(,)-0 für plm,; 2411. 
ip) \P, 








LE ($ (—1)?) für ptm,; 241, 


Dabei ist die Formel für p+m,; 2+t, wie folgt einzusehen: Es sei r durch rm, = 1 
(mod p) bestimmt. Dann ist 


= 
r) 5) p 5) p }’ 
also, da rl mit l ein reduziertes Restsystem mod p durchläuft, 


Een) 


Ist jetzt g irgendein (quadratischer) Nichtrest mod p, so durchlaufen /? und gl? genau 
zweimal alle Reste bzw. Nichtreste mod p, wenn / ein reduziertes Restsystem mod p 
durchläuft. Daher wird 


I 1 1 
£ ) et )=> 2 ell?/p) —z Z’e(gl?/p) 
Ip) F 'p 2 m ip 2 m us 


= 1 ri 
1-51) 


(letzteres nach 3.5). Da nun für gerades t, 
exp (3 (pP — 1%) = (iron 
und für ungerades t, 
exp F (, +1) (pP — 1%) il 1yip+D@-n _ 7 ) pen 
p 


ist, ergibt sich, im Verein mit 4. 1, insgesamt 








b (— A) tip om N h 
1+ (9) ne für 2115; 
hihi a 1 pIm 
1 für 2tt,; 
X a __ 418, +$t,(»-1) “ 
(p) 1 (*)‘ er — für 215; 
P/ p!r(p— 1) 
I- m,b, (— tip D@-n ö pP m, 
[1 +( ) ge a" für 2f4t,; 
p Pr (p—1)'r 








p 


de 


Wi 
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We 
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4.4. Die wesentlichsten Ergebnisse dieses $ 4 seien noch zusammengefaßt in dem 
folgenden Hilfssatz. 

Hilfssatz 3. Für p tt verschwindet X(p) dann und nur dann, wenn t„—= 0 und gleich- 
zeitig ss, —=1 nebst p| m, (falls p > 2) bzw. 1, = 0 und gleichzeitig n = s (mod 2) (falls 
p=2) güt. Von diesen Ausnahmen abgesehen ist 

Xp)>C,>0 für ptt. 


Beweis. Für p = 2 folgt die Behauptung sofort aus 4.2. Für p > 2 liest man aus 
der Endformel in 4.3 ab, daß 


(4. 4.1) Xp) zZ1— 1 


(p Le Aywtlto- 1 


ist. Da nun für p+f stets s, Z1 ist, verschwindet also X(p) höchstens für s,=1; 


tz = 0. In diesem Ausnahmefall kommt aus der Endformel in 4. 3 genauer 


0 für p|m, 
X(p) = 1 


womit Hilfssatz 3 vollständig bewiesen ist. 


$ 5. Wert von W(p°) für p |. 


5.1. Nach 3.3 genügt es, bei der Berechnung von W (p?) 
1sıisA, 
vorauszusetzen, und alsdann gilt 
(5.1.1) W(p) = W*(p). 
Weiterhin ist für p|k nach 3.1 und 3.4 


=5;0,=54,=a; m‚=a—n=m; e(p, 1) = e(lm/p), 


0-1 


s,=0; 5, 


womit die Symbole a und m neu eingeführt sind. Ferner sei 
B=(0(,b,.:.,8) »L=hB; ,=i—A, 

(für t = 0 ergibt sich formal 8 = 0; 4, = + ©). 

Um die sonst recht unübersichtlichen Verhältnisse etwas zu vereinfachen, sei im 
folgenden vorausgesetzt, daß 

(5. 1. 2) Ap(b,) = + = A,(bi) = 1, für alle p mit?) A, <A, 
gilt. 

Falls A, < oo ist®), so sei schließlich 


t t 
ar =p"b,; b, = II b,,,; 3’ (p', )=IM 5,30, ,ı 
7=1 r=1 


und, wenn zusätzlich p’ | m ist, 
m, = pm; e'(p,l) = e(lm,/p’); 
W'(p) = p* 23 (p}, I) e' (pi, )). 


pt) 
5.2. Nach 3.5 und wegen S,,—=1 gilt 
p für A<sA, | 
A = 
um) - RER für A> ,9[' 


8) Dieser Fall kann nur eintreten, wenn i > 0 ist. 
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Im Falle A < A, kommt (beachte (5. 1. 1)) 
W(p) = p*' 8’ 8(pA, I) e(pi, I) = &° e(lm/pf) 


I(p#) 1(pf) 
p! — p*-! für pi m] 

(5. 2.1) — I — pi-ı für pi-!1Tm!. 
0 für pi-4m| 


Im Falle A> ,°) (dann ist A, > 1) setze man 1 = rp’’+Tl'. Durchläuft hierbei 
r ein volles Restsystem mod p’ und /’ ein reduziertes mod p’>, so durchläuft l ein redu- 
ziertes mod p? und es wird 


W(p’) = p* 8 8(p’, I) e(p', I) = p *' &' 8 (p*r, 1) e(lm/p’) 


1@ı) Ipf) 
— pr! 2 8 (p%, U) e(l'm/p?) 8 e(rm/p’r) 
r(p? '») ep? '») 
r p’W' (p’r) für pr ml. 
ERARER = 10 für pr tm|’ 


denn die Summe über r ist p’> oder 0, je nachdem p?» |. m ist oder nicht. 
Es bleibt jetzt also nur noch W’(p*) zu betrachten. Dabei darf > 0,421, m, 
ganz und (nach (5. 1.2)) auch (p, b,) = 1 vorausgesetzt werden. 


5.3. Wert von W’(2?). Zunächst gilt nach 3.5 


W'(2)=0. 
Jetzt sei A ungerade und > 1. Dann ist nach 3. 5 mit der Abkürzung 
t 
| bi,2 
141, s s=1 
w'(2) = 242° Yexp (z vB) e(im, 2) 


124) 
& 5a- 1) ai ’ 3 
ger on ( vB) el’m,/2) Z eirm,/?-). 
l’(8) 4 gA-3 
r(2 ) 
Die Summe über r ist 2% oder 0, je nachdem 2?3 | m, ist oder nicht. Im ersteren Falle 
kommt 


wear) — PLZ —_» m) 


(8) 


t N . \ 
[x „)a-n PR (7 (B— 2 ms)) für B’ = P*m, (mod 4) | 


—— 


[0 sonst 


Schließlich sei 4 gerade. Dann ist nach 3. 5 


+1 


t 
we)=22:' vw jetb,. ) exp Eu BD )) e (Im; /2)) 
12}, r=1 
“ t Bi ı ; 
-2: "yp [e...0) = bat ')} em; 12) 3 e(rm,/2’) 
ı’(4) r=1 (24-2) 


[man beachte, daß c(ZL) exp (% : 1) die Periode 4 hat). Die Summe über r ist 24-2 oder 0, 


je nachdem 2-2 | m; ist oder nicht. Im ersteren Fall kommt, da für ungerades b stets 
c(b) = — c(3b) ist, 
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Hi 
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2 
w’(2') A 2)‘ u le exp 18 2 ’m}) HNrexp[ "7 B7- -P Am} | n IT e(b 
\ ) 


N; . i ß 
= „di 2)‘ "eos ( {B' — 2? ms) IT e(b,,.)- 
i r=-1 


Um die letzte Gleichung als riehiig zu erkennen, hat man B’ = t (mod 2) zu beachten 
und die Fälle 2]t? und 24: zu unterscheiden. 


5. 4. Wert von W’(p*). Zuerst sei A ungerade = 1. Aus 5. 1 und 3. 5 folgt 
A ' 
wo \exr($ DER 1)? ') x en, 
p LP) 
Nun ist 
‚ l e ’ ’ ?) A-1 
5 (5) e(!’m;/p)) 3 e(rm,/p"'). 


l t 
gr u, | P 
Pi ( ) eim,/p ) n 


19 \P Ip) r(p? 
Hierin ist die Summe über r gleich p?-! oder 0, je nachdem p*-!| m/, ist oder nicht, und 
‚J | p ’ 
im ersteren Falle ist die Summe über !’ gleich der Summe 


‚iv | 
> (>) e(l{p!-m},}/p), 


I(p) 


welche nach dem Muster von 4. 3 berechnet werden kann. Insgesamt ergibt sich daher 








[ ilı E ı /b, AT, 1) ar 
(p—1)p ) (23 (— 1)‘ für f Im,; 211 
0 für X |m,; 241 
m , 1 
W'(p) = Br. ;) 2) er für pP'Tm,; 2]: 
2 2 t a... un; ei ' 1 Bin 
+p (1-5) ( ar =) 1%“ "7.7 0 p*'"Tm,; 241 
10 für p?-!4m, 
Jetzt sei A gerade. Aus 5.1. und 3.5 folgt 
(1 ,)-' .. 2 | ‚ 
1, (p—1)p zn für p? |m, 
wo" Zend ah) Ä 
A020) . me 
0 für p’ "tm, 


(vgl. (5. 2.1)). 
5. 5. Die wesentlichsten Ergebnisse dieses $5 sind die folgenden: 


Hilfssatz 4. Es ist 
W2)=0; 


DIET SE 


dr 
Wesen 2) P>2. 


Beweis. Dies kann aus den in 5.3 und 5. 4 gegebenen Formeln abgelesen werden. 
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$ 6. Wert von X(p) für p | f. 


6. 1. Unter der Voraussetzung (5. 1. 2) soll jetzt X(p) für p | f berechnet werden. 
Nach 3.3 gilt in diesem Falle 
A 


p 
Xp)=1 r2 W(pP). 
=1 


6.2.1. Sei zuerst A, 2 A,. Dann kommt nach (5. 2.1) 
Ay ] 
1+ 3 (p — p-!) = p" für A, < A,(m) 
)=1 
X(p) = 1, (m) 
' L (pt — pi!) — pam 1 L0—=0 für A,> A,(m) 
3-1 


6.2.2. Jetzt sei A, < A,®). Dann wird nach (5. 2.1) und (5. 2. 2) 


A’ 
2 A 


p 
Xp =1+2Wip) + 2 Wi =1P” + Pr ZW) für A, = Alm) 
3-1 2 Ap+l 


0 +0=0 für A, > A,(m) 
mit A, = 4, — (21). 
Es ist also nun nur noch 
N 
X(p)=1+z2W IP) 
3-1 
zu betrachten. 


6. 3. Wert von X’(p) für p > 2; p|t;t= 1. Nach 5. 4 wird in diesem Falle W’ (p*) 
durch die folgende Tabelle gegeben 








) ungerade ) gerade 
0 IR ‚ 
a EEE VS 
wi \| ae 
p vr | p —p? für p-!Tm, 
0 für p?-!4+ m, 


Sei zuerst A, < A,(m); also A, < A,(m) — A, = A,(m,). Dann wird ([x] be- 
zeichnet die größte ganze Zahl < r): 


[342]. 


X(p)=1+p—1) 2 pn = pH"), 
i=1 


Nun sei A, > A,(m) und 3,(m) =$ A,(mod 2), also A, > /,(m,) und A,(m,) un- 
gerade. Dann wird 


[39 (mp)] Ä 
X)=-14p—) 2 pp. 
4i=1 


Schließlich sei A,> A,(m) und A,(m) = A,(mod 2). Dann wird 


[472 (my)] 2 Kö oo b\ ) Al) ag! 
Ü = Ba 5, 1. n3tO,my)+1)-1} 1,pP Pe, 
REM 24 i=1 ee, | pP e” 


Ir 2 so (=B.oP rm) _ a 
En 2p!’r"») j | p +1 “ 





gege 


mit 


Wert 
den F 
daß fi 


Daher 


( 
werdeı 


und es 


Jourı 








%) 


e&= 
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6. 4. Wert von X’(p) fürp > 2; p|f;t= 2. Nach 5. 4 wird in diesem Falle W’(p*) 
gegeben durch 





pri ‚| 

| > v fürpf |m, 
W(p)=i—1 u sur pam t 
- er für pi-!Tm, 

0 für pX-!4m, 





mit 
bi „b3 p l(p-1) —bı b; 
»=[( > N‘ = en, 
lg Fi sen, 
Sei zuerst A, < A,(m), also A, < A,(m,). Dann ist 








1 + 4, fürrv= +1 
MR , 
X(p) =1 +P r i zue=Ht1 für v= —1, A, gerade 

3-1 

1 — ao = i für v = —1, A, ungerade 
p p 
Jetzt sei A,„> /,(m). Dann wird 
—i1 Apl""p) 1 3,my)+1 
X )=1+P = 5 #H— nr) 

r P as p 
[ —1,,. 1 ei i 
1+ p ),(m,) — r BR. r (A,(m;,) +1) fürro= +1 
1 + 5 für v = — 1, },(m,) gerade 

p—i 1 0 für v 1; : d 

1 — zeug ür vo = —1, ,(m,) ungerade 








6. 5. Wert von X’(p) für p > 2; p|t;t > 3. Ähnlich wie in 6. 3 und 6. 4 kann der 
Wert von X’(p) für beliebige ungerade bzw. gerade t berechnet werden. Die sich ergeben- 
den Resultate sind indessen recht unübersichtlich. Es mag daher genügen festzustellen, 
daß für t = 3 stets X’(p) > 0 ist. 


In der Tat folgt aus Hilfssatz 4 fürt 23,p>2 


4, “ e\ A 2 

(mc! zl,yr) „Pi 2 1 _ 
z|W(p)|s P2 = P3 BE si1—C,. 
i=1 ” P a=ı r ) p mr Yp—Up . 


Daher wird im betrachteten Falle 
A, A, 
X(p)=1 +2 Ww(p) 1 2] WpP)i=20,>0. 
6. 6. Wert von X’(2) für 2|£ und t > 4. Ähnlich wie in 6. 5 soll hier nur festgestellt 
werden, daß für 1 > 4 stets X’(2) > 0 ist. 
In der Tat folgt aus Hilfssatz 4 für > 4 


[&6) 


Ay Ayl ,_t\a-ı Ap-ı Fr 
zw@a|<zla ) < ee eh <s1—C, 
i=1 i=2 
und es ist daher 
Ab Ay 
XQ2)=1+3W (2), >1i— 3|W(2)| >C,> 0. 

i=1 i=1 

Journal für Mathematik. Bd. 193. Heft 1/2 ? 
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6. 7. Zum Wert von X’(2) für t<3. Für t <3 versagt der in 6. 6. durchgeführte 
Schluß. Tatsächlich kann hier X’(2) unter gewissen Umständen verschwinden, so daß 
eine genaue Berechnung analog denen in 6.3 und 6.4 durchgeführt werden muß. Die 
Hilfsmittel hierfür stehen in 5. 3 bereit. Die Resultate sind jedoch zu unübersichtlich, 
und es wird daher für t < 3 der Fall 4, <A, ®) (in welchem allein die Berechnung von 
X’(2) nötig ist) von der Betrachtung ausgeschlossen. 


$ 7. Diskussion der singulären Reihe. 


7.1. In diesem Paragraphen soll auf Grund der bisher gewonnenen Ergebnisse 
untersucht werden, für welche n die in $1 definierte singuläre Reihe S(n) positiv ist. 
Für die Formulierung der Endresultate gelten die früher eingeführten Bezeich- 
nungen, insbesondere 
t=(K,..,K&K); Alt) = A,; 
B=(0,b,...,d); AB) = A; 
6 = (f, B) ans (K,, 0.0 K,, b,, ne b.); 
A,(g) der höchste Exponent mit dem die Primzahl p in der ganzen Zahl g aufgeht 
füri=0 it B=0;6=-1;4,=+ m). 
7.2. Wenn t > 0 ist, gelten für die b, die folgenden geringfügigen (in (5. 1.2) und 
6.7 gemachten) Einschränkungen: 
7.2.1. Essei(b,,f) = - - - = (b,, f) (das gilt trivialerweise, falls A,< A, für alle p | f). 
7.2.2. Wenn t<3 ist, so sei A, < A, (das gilt trivialerweise, falls 2 + £ ist). 
7.3. Die natürliche Zahl n heiße zulässig, wenn zugleich 


(I) n= 5 a,(mod 6) 
o=1 
sowie 
(II) n= s(mod (2, ®)) 
sowie 


en n = Y a,(mod p) für jede Primzahl p > 2, die in ® und allen X, 
m} 
o+0* 
bis auf genau eines (etwa Ä,.) aufgeht?), 


gilt, und wenn im Falle 1 st < 2 außerdem (mit m=y%a,— n) 


o=1 
. = ne 
P 
),(m) = /,(mod 2) 
(IV) % E r- 2,(m) A f 
— b,b,p p\"p p 
| ur T\ = +41?) (falls t= 2) 
| für jede Primzahl p> 2 mit A,> A,(m) > 7, °)| 


a 


PER 7 
+4), (alle 5 1) baw. 








gilt. 
7.4. Mit den in 7.1 bis 7.3 genannten Bezeichnungen läßt sich das Endergebnis 


wie folgt formulieren. 
Satz 1. Es seien s und t beliebig aber fest vorgegebene ganze Zahlen mit s>0,t2>0, 


st 5>2 Es seien K,,.. -, Ku, 4: » +, 4 Dis - » -,.Dı beliebig aber fest vorgegebene natür- 


liche Zahlen, wobei die a, beziehentlich prim zu den K, seien, und wobei die b, den Bedin- 
gungen 7.2 genügen. 


9) Falls es ein solches p gibt (anderenfalls ist die Bedingung leer und gilt als erfüllt). 
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Für die Folge 3 der gemäß 7.3. zulässigen natürlichen Zahlen n ist alsdann die in 
(1.1.3) definierte singuläre Reihe S(n) gleichmäßig positiv, d. h. es ist 


S(n)=C,>0 für ne, 
wo C, insbesondere von n unabhängig ist. 


Folgerung. Unter den Voraussetzungen des Satz 1 ist für genügend großes zulässiges 
n die Gleichung (1.1.1) stets lösbar, und es ist alsdann (1.1.2) eine asymptotische Formel 
für die Lösungsanzahl. 


7.5. Beweis von Satz 1. Dieser Beweis erfolgt in mehreren Schritten, ausgehend 
von der Produktdarstellung für &(n) in Hilfssatz 2. 


7.5.1. Für pt2K,---K,b,:--b, ist ,=t,s,=s, also nach (4.4.1) und 


t 
wegen s+ > 2 


1 
mn  xW2nl— 4) > 0. 
Pt2Kı++- Köbir--b r »>2 (p — 1)” p 
7.5.2. Ist p + £, so gilt wegen (II) und (III) nach Hilfssatz 3 stets 
X(p)2C,>0. 
Als Produkt von endlich vielen positiven Faktoren ist daher 
II X(p)2C,>0 
DP|2K,-++ Kubi: b& 
ptt 


7.5.3. Ist p|E und A, > A,!), so ist nach 6.2.1 
| Xp)=pr>1=(,>0, 
da nach (I) alsdann /,(m) = min (},, A,) = 4, gilt. 
Ist p|£ und A, < A,®), so ist nach 6. 2.2 (nebst 7.2.1) 
X(p)=p”X'(p), 


da nach (I) alsdann A,(m) > min (#,, A,) = A, gilt. Man beachte außerdem, daß /, <A, 
wegen 7.2.2 nur für t > 4 möglich ist. Nun ist für die betrachteten p 


X(p)zC,>0, falls > 3 (nach 6.5 und 6.6), 
X zi=c,>0, falls £—= 1 (nach 6. 3 wegen (IV)), 
X(p) = = > n =(„>0, falls t=2 (nach 6.4 wegen (IV)), 


so daß auch für die p|f mit ),<4A, 
X(p) 2 Cı> 0 


gilt. Als Produkt von endlich vielen positiven Faktoren ist mithin 


I X(p) 2C3a>9. 


lt 
7.5. 4. Nach 7.5.1 bis 7.5.3 und nach Hilfssatz 3 ergibt sich insgesamt 


S(n)= TI X(p) 2 CC, Ca => 0, 
p 
wie zu beweisen war. 


10) Letzteres ist für {= 0 stets der Fall. 
7° 








Zulauf, Darstellung als Summen von Primzahlen und Quadraten. II. 


any 
wi 
IN 


$ 8. Schlußbemerkungen. 


8.1. Hier folgen zunächst einige Bemerkungen zu den durch 7. 2 von der Betrach- 
tung bisher ausgeschlossenen Fällen. 

8.1.1. Für t>3, falls 2+f (bzw. für t>4, falls 2|f), kann die Forderung 
7.2.1 durch die folgende, schwächere ersetzt werden: Ist p|f; A„> A,, so werde 
min A,(b,) = 4, für mindestens drei (bei p > 2) bzw. vier (bei p = 2) r-Werte ange- 
nommen. Zu zeigen ist nur, daß auch jetzt noch X’(p) 2 C,; > 0 gilt, wenn n zulässig 
ist. In der Tat folgt dann aus den nach 3. 5 gültigen Abschätzungen 


p* stets 
San li a (di, pP) = 1) 
p’(2,p)" für b,„p=1 


(die zweite der beiden Abschätzungen gilt für wenigstens drei bzw. vier 7-Werte) 


A 2 A 2 
Xp) 21— Ep" pp) pp = 1 — PT zp ?>Cu>0 
A=1 P -i-4 
für p> 2 und 
A A+l, A, 
XQ2)21— 32 "go(2)24-922 -1— z2'12C0,>0 
i=2 i=2 


(beachte 5, ,, „, = 0 für (b,,1,2) = 1). 

8.1. 2. In dem zu 7. 2.2 in Widerspruch stehenden Falle t < 3; 2|f; A, > A, ist, 
wie in 6. 7 bemerkt, die allgemeine Berechnung von X’(2) sehr mühsam. Bei geeigneter 
Fallunterscheidung für t und die b, läßt sich indessen X’(2) in jedem Einzelfalle leicht 
berechnen. Ist z.B. t{=3 und sind alle 5b, =1 (mod 8), so findet man leicht, daß 
X'(2)=0 oder > 0 ist, je nachdem zugleich },(m) Ss A,—3 und m; = 4*(8ß + 7) 
(z, ß ganz) ist oder nicht. Ist im betrachteten Falle also A,(m) < A, — 3, so sind die 
Zahlen n mit m; = 4°(88 + 7) unzulässig, was natürlich mit der Nichtdarstellbarkeit 
von 4°(8% + 7) durch drei Quadrate zusammenhängt. 

8.2. Für unzulässige n ist stets S(n) = 0, so daß aus (1.1. 2) 

Nim = 0 (5 Velos) 
logn logn 
folgt. In den meisten Fällen läßt sich dies auf Grund einfacher Überlegungen sogar zu 
N(n) = 0 verschärfen. 

8.2.1. Ist (I) verletzt, so ist N(n) = 0; denn aus einer Darstellung (1. 1. 1) folgt 

stets n = Sa, (mod ©). 


8.2.2. Ist (II) verletzt, so ist N(n) = 0; denn dann müssen alle b, gerade sein, und 
wenn alle b, gerade sind, ist stets 


SP, +25.€ =5P = s (mod 2), 


da alle p, ungerade sind. 

8.2.3. Ist (III) verletzt, so folgt aus einer Darstellung (1.1.1) gewiß p,. = 0 
(mod p), d.h. p,. kann höchstens den Wert p annehmen. 

8.2.4. Ist (IV) verletzt und i=1, so ist N(r) = 0; denn aus einer Darstellung 
(1.1.1) folgt zunächst für jedes p |f mit A, > A, 


— m, = b, „gi (mod pr); — m; b,,, = (b},,8,)” (mod p’»). 
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Ist A,(m,) < A,, so muß wegen (b, ,, p) = 1 gewiß A,(m,) gerade und Pr DT g, sein. 


Es folgt dann 
a m, bi, A, (m) (bi,„8ı p pm)? (mod p"» - ) 
d. h. der links stehende Ausdruck muß quadratischer Rest mod p sein. 


8.2.5. Ist (IV) verletzt und 1 = 2, so ist N(n) = 0; denn aus einer Darstellung 
(1.1.1) folgt für jedes p|f mit A,> }, 
— m, = b\,,81 + b;,,g3 (mod p’»). 


p 


Ist A,(m,) <A,, so gilt also 


2, (m; 


pr" T(b,,8gi + b3,,82)- 


Ist überdies A,(m,) ungerade, so muß infolgedessen p in g, und g, mit demselben Expo- 
nenten A* < 3 A,(m/,) aufgehen. Folglich ist mit g) = g,p ”"; (g\,p) =1 


1,28 + B2,,82 = 0 (mod pr #") 
und daher (wegen A, — 22* > 7,(m,) — 22* > 0) 


(=) ae (ef) Ben (7 Ar) vr K 2); (= bi er) vr En N 
p p p Fr p 


Eingegangen 19. September 1952. 





Über die Darstellung natürlicher Zahlen 
als Summen von Primzahlen aus gegebenen Restklassen 


und Quadraten mit gegebenen Koeffizienten. Ill. 
Resultate für „fast alle“ Zahlen. 


Von Achim Zulauf in Mainz. 


$ 1. Einleitung, Bezeichnungen und Ansatz. 
1. 1. Einleitung. In den gleichnamigen Abhandlungen [1] und [2] untersuchte ich 
unter Beschränkung auf den Fallo=s+ 5> 2 die Darstellungen einer natürlichen 


Zahl n in der Form ’ 
n=pn+'+pn,+bit'+be; Ps a, (mod K,) 


in ungeraden Primzahlen p, und ganzen Zahlen b, mit beliebig aber fest vorgegebenen 
natürlichen Zahlen s, t, K,,a,,b, ((a,, K,) =1). Hier soll nun der Fall » =2 behandelt 
werden, d.h. die Darstellungen 


(1.1.1) sep, + PB; pP, = a, (mod K,) (=2; t1=0); 
(1.1.2) n=p, +b,gi +b,g; pı = a, (mod X,) “el; t= 


Im Falle » > 2 wurde gezeigt, daß für jedes genügend große n, sofern es gewisse 
triviale Zulässigkeitsbedingungen erfüllt, die Darstellungsanzahl positiv ist und eine 
asymptotische Darstellung besitzt. Das Resultat der vorliegenden Abhandlung wird sein, 
daß das Gleiche für ‚fast alle‘ zulässigen n auch im Falle » = 2 zutrifft. Der Beweis 
erfolgt wie in [1] nach der klassischen Methode mit den Hilfsmitteln von Ju. V. Linnik 
(vgl. auch [3)). 


1. 2. Bezeichnungen. Es gelten die Bezeichnungen aus [1] und [2], insbesondere: 

Es bedeute n eine genügend große natürliche Zahl; in Summen durchlaufe p, alle 
ungeraden Primzahlen = a,(mod K,), g, alle ganzen Zahlen. Summen und Produkte über 
o bzw. r sind von 1 bis s bzw. i zu erstrecken; leere Summen und Produkte bedeuten 0 
bzw. 1. Es sei alsdann 


2 1 [ 5 logp,logp; @=23;1= 0). 
N u BATERESN z E —_ J p+tm=n 
" 9 1’ ee | 5 log pı “=1;4=2). 
m+bgi+bgien Pi+bgitb.gien 


b; ” 
F,(w) = P(K,) Z log p,w”; d,(u) = V* u". 
Pa %r 
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> 
or 


Ferner sei 


k 
W,(k) = k-t JI N, (k) “(4 x exp (2m (£R,a,—n) TS 
o ' o I=1 o r 


(l,k)-1 
S(n)=&EW,(k) 
k=1 
(Konvergenz der singulären Reihe $(n) wird noch gezeigt) mit d,(k)=d,=(k, K,); 


R,(k)=R,= -; ; Q,(k)= Q, dabei modd, so bestimmt, daß AR, = 1-(mod d,); 


N,(k) = 1 oder 0, je nachdem (z. 


Schließlich werde neu eingeführt: 


k 
d,) —=1 oder >1; $S,,= 3 exp (22 - P). 
j=1 


G(u) = Em&(m) ur; H(w) = IIF,(w) x IIP.(u). 


m=-]1 
1. 3. Ansatz. Nach diesen Vorbereitungen werde zur Approximation von v(n) im 
quadratischen Mittel der folgende Ansatz gemacht: 
Hilfssatz 1. Es si 1l<sn'<n. Bedeutet C, den (einmal positiv zu durchlaufenden) 


\ 
Kreis |w|=r= exp (-,): so ist 
(1.3.1) 3 | v(m) — P-!m&(m) |? < f | H(w) — G(w) |? dare w 
n"zmysn k, 


mt P=n"]JIy(K, xIIb*. 


: 2 " 
Beweis. Wegen e’?< exp - = —= r?” kommt 


3 |v(m)— P’'m&(m)’ se 3 |v(m) — P"'m&(m) ?r’” 


n"smsn n"smsn 
oo 
< 3 | Pv(m) — m& (m) |?r?”. 
m=1 


Nun ist, wie sich durch Ausmultiplizieren von H(w) leicht ergibt, 


H (w) — G(w) u; (Pv(m) — m&(m)) w* für |w| <1, 


m=1 


und es folgt daher nach Landau ([4], Satz 223) wegen r <1 


m=1 


3 | Pv(m) — m& (m) |? r?” = ri fi H (w) — G(w) |’ dare w, 
&, 


womit Hilfssatz 1 bewiesen ist. 


1.4. Nachdem in $2 einige Hilfssätze über ©(n) bewiesen worden sein werden, 
wird in $3 das Integral rechts in (1. 3. 1) abgeschätzt werden. 


Die Endresultate werden dann leicht in $ 4 folgen. 


$ 2. Hilfssätze über die singuläre Reihe. 


2.1. Hilfssatz 2. Es ist die singuläre Reihe € (n) absolut konvergent, und es ist füry Z 2 


2 |W,(k)| < 108 Y in) logn, 
k>y Y 


‘ 


wo d(n) die Anzahl der Teiler von n bezeichnet. 
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Beweis. Erfolgt in zwei Schritten. Im ersten wird W,„(k) = W(k) abgeschätzt. 
2.1.1. Mit B=2IIK,x IIb,; K=(K,,..., K,) sei für jedes k — II pr ® 
o T p\|k 


(2.1.1.1) kk=lU pr ®; a= HH pr ®; k,= I pr. 
p|k p|(k, B) p|(k, R) 
Dt B p+K 


Dann sind k,, k, und k, paarweise teilerfremd, und ihr Produkt ist k. Nach [2], Hilfs- 
satz 1, der noch mehrfach anzuwenden ist, gilt also 


(2.1.1.2) W(k)=W(k,) W(k,): Wi(k;). 
Da nach [2], 3.3 
W(p»®)=0 für pIK; pr®y+K 
und da nach [1], (4.6.1) mit & =2 stets 
(2.1.1.3) W(pr®) < p "+" 
ist, so gilt zunächst (K hat nur O(1) Primteiler) 


(2.1.1.4a) Wik) = II W(p»®) — (0 , für kt K; 
(2.1.1.4b) pl(k, R) <k,'" <A für k,|K. 
Da nach [2], 3.3 
(2.1.1.5) W(p»®)=0 für p+K; A,(k)>1A 
ist, so gilt nach (2. 1. 1. 3) weiterhin (B hat nur O(1) Primteiler) 
(2.1.1.6b) p|(k, B) < Ip "si für ulk,) +0. 
p+K p|(k, B) 
pt K 


(Aus u(k,) + 0 folgt, nebenbei bemerkt, k, | B). 


Da nach [2], 4.1 und 4.3 wegen @=s+ n —=2 


e v 1 £ 
In) BE EIIREN 
(2.1.1.7)1|W(p)| sy 1 
-1/t “.._ ü ; 
ee Te ee 
ist (für p + B ist jas, =; 1» =1; m(p) =—n), so kommt aus (2.1.1.5) schließlich 


= (0 für ul(k,) =; 


| IW(k)| = II |W (pr ®) | 1 g ((k,, n)) 
< In p—ı) = 
2 Nr I e y(kı) 
pt B »tB 


für u(k,) + 0. 


(2.1.1. 8a) 
(2.1.1. 8b) 


pt B 


2.1.2. Nun ist nach (2.1.1.1), (2.1.1.4a), (2.1.1.6a), (2.1.1. 8a) 
= IWWMI=2 23 zZ IW(k)|-|W(k)|-|Wik;) |, 
ef 


si SB 5. 


Y > 
(k,K)=-1 "oh 


u(ky),+ 0 (k,, B)=1 
u(k,) + 0 
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o. 
-] 


also nach (2.1.1. 4b), (2.1.1. 6b), (2.1.1.8b) und wegen k,k, < K-B 


zrwi<z B} z | ukı) | P((kı, R)) <z | u (kı) | g((kı, n)) 


„IK hlB hı> p*(kı) h>y y?(k,) 


mit y=„% -, da ja K und B nur je O(1) Teiler besitzen. Wird für z(k,) # O0 nun 
Y J J ! 


K-B 
k,= x»: 6 gesetzt, wo (x,n) =1 und ö | n ist, so kommt 
® | u(kı) 1p(lkı,n)) _ uk) | 1 (9) _ I ® — 
k,>y v2 (k,) öln x»>y/ö 4 (x) q (9) ö|n 9 (9) ”> y/ö 9 (x) 
ö+1 | «+1 l ) f 
«518! +1) 2 gi“ + Pa et Fly +1) 
öln Ö x > y'Jö “ ö|n Ö Y ö 
! o(y’ 1 
< er nl Zlog(ö +1) < log — » d(n) logn < rt ) d(n)logn, 
ö|n 
wobei [5], $59 zur Abschätzung - hg < et u benutzt wurde. Für y = 1 liefert 


dies die absolute Konvergenz er S(n), für y=2 folgt die zweite Behauptung des 
Hilfssatzes 2. 


2.2. Hilfssatz 3. Es ist 
S(n) = IX, (p) mit X,.(p) =1+ 8 W,.(Pf), 
A=1 


wobei p alle Primzahlen = 2 durchläuft. 


Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist ©&(n) absolut konvergent. Aus der Distributivität von 
W,„(k) (siehe [2], Hilfssatz 1) folgt daher die Behauptung durch Ausmultiplizieren. 


2.3. Zur Formulierung von Hilfssatz 4 werden noch einige Bezeichnungen und 
Voraussetzungen getroffen. 


2.3.1. Es werde gesetzt (in Übereinstimmung mit [2], 7. 1): 
_ [Ku Ko)). eh wech 
Rn PT long) 15-2] 

Es bedeute },(g) (wie auch schon in 2.1) den höchsten Exponenten, mit dem die Primzahl .p 
in der ganzen Zahl g aufgeht. 

2.3.2. Im Falle s = 1; t = 2 gelte (in Übereinstimmung mit [2], 7. 2) die Voraus- 
setzung: 

Es sei (Kb) = (K,,b,) und A,(K,) S 4,(B). 

2.3.3. Die natürliche Zahl n heiße (übereinstimmend mit [2], 7. 3) zulässig, wenn 
gleichzeitig 

(I) n= &a, (mod (f, 8)), 


(IH) n=s (mod (2, ®)), 
(III) n=# 8a,(mod p) für jede Primzahl p> 2 mit p|®, die in genau einem 


o+0* 


der K, (etwa K,.) nicht aufgeht !), 


!) Falls es ein solches p gibt (anderenfalls ist die Bedingung leer und gilt als erfüllt). 


Journal für Mathematik. Bd. 193. Heft 1/2 8 
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gilt, und wenn im Falle s=1; t=2 außerdem 


p (m = a, —n) 


(7 se +14 en 
(IV) | a 
\für jede Primzahl p> 2 mit A,(K,)> A,(m) Z 4,(8) ’) 


gilt. 
2. 4. Hilfssatz 4. Für die Folge 3 der gemäß 2. 3. 3 zulässigen Zahlen n ist die singuläre 
Reihe 


C 
fe > 16 
ein) = log log n’ 

wo Cs (wie auch Cj7, Cjs, - - . im folgenden) eine positive Konstante bedeutet (vgl. [1], 1. 16). 


Beweis. Nach (2.1.4.5) und (2.1.1.7) ist zunächst (X,„(p) ist reell) 


1 

X) > nl j (1 )- (1 ) RR 

EB A ar 01ER A er ar 2er 102 Aa 
ptn n pe|n 


p 
= Cu 1 (1) 2 Cu log" log n, 


letzteres nach [5], $ 59. Wie in [2], 7.5. 2 und 7.5. 3 ergibt sich 
II Xı(pP) Z Che, 


p|B 


und daher folgt mit Hilfssatz 3 die Behauptung des Hilfssatzes 4. 


$ 3. Abschätzungen. 
3.1. Das Ergebnis dieses $ 3 ist 


Hilfssatz 5. Es sei A eine beliebig aber fest vorgegebene reelle Zahl >2. Dann ist 


3 | »(m) — P"'m&(m) |’ <n?log'n. 
un 


8 
M 
3 


Beweis. Erfolgt, ausgehend von (1.3. 1), in mehreren Schritten. 


3.2. Zuerst wird gesetzt: 
S&*(y,n)= &W,(k); G*(y, w) = 5 m&*(y, m) uw”, 
ksy m=1 


und es wird der Fehler abgeschätzt, der entsteht, wenn man G(w) in (1.3.1) durch 
G*(y, w) ersetzt. 


Nach [4], Satz 223 ist 


[ IGtw) —G*(y, w) |? darc w = [ E m(& (m) — &*(y, m)) w" |? d arc w 


C, 6, m=1 


— 2m 5 m: | &(m) — &*(y,m) |? rn < “E Y 5 m2log: m d2(m) rim, 


m=]1 m=1 
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letzteres nach Hilfssatz 2. Da nun nach Ramanujan [6] 
2 d’(„) <mlog’m, 


vu=1 


also 


D(m) = 3 u?log? u d’(u) < m?log® m 
nel 


gilt, kommt mit Abelscher Summation (D(0) sei = 0) 


® m? log? m d? (m) r?®” = z iD {D(m) — D(m — 1)} exp I “) 
ae . m+1 
0 2m 2(m+1)\\ _ 2 2 Pr 2 m’ a 
— = D(m) jexp — S )- exp n = ) st IE exp | z ) dm 


«- z m? log® n[en(-® = ) dm‘ < . [m’1ogim’ exp — 


U m-1 
1 


—n® f m’? (log m’' + log n)® exp (— 2m’') dm!’ < n? log’ n. 
I/n 


Da trivialerweise 
I4—G|?< | H—C* |? + |G* —G |? 
ist, so kommt schließlich insgesamt 
(3. 2.1) [| H(w) —G(w) |? d are w 
C, 
log: y 
< f | H(w) — G*(y, w) |? d arc w + n? log’ n + : 
6 / 
3.3. Nun wird (wie in [1]) gesetzt: 
T=logdın; A, =4A + 38; 
&,(w) = log (w!o); oe = exp (2xi «) mit 1SIsksT;(l,k)=1; 
Pıo(0) = Neth) (a 5) gReöesg-1 (u); P% (u) = F,(u) — P,,(w); 


0, = S,,.18 "(w); 9% (w) = d,(w) — 0,,(w); 
U,(w) ji x IT ®9,.(w), 


und es werde der Fehler abgeschätzt, der entsteht, wenn rechts in (3. 2.1) der Inte- 
grationsweg €, durch die Fareyzerschneidung der Ordnung 7 (siehe [1], 1. 13) in Farey- 
bogen (,, zerlegt und auf jedem Fareybogen H(w) durch U,(w) ersetzt wird. 


Zunächst ist nach Definition 


H u-[ye In+Yärı fürs=2; 1=0]| 
. w0,10. + Fı0,.05; + F,0* 0, für e=1; t FE 1 Du 


also jedenfalls 
8.3.1) IH — U? < | Y Ya + I PAR? + | 70,0 »l?+1F,ı099; |?- 


8* 
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3.4. Jetzt sind die Integralsummen 8 $; erstreckt über die Terme rechts in (3. 3.1), 


e ko 
abzuschätzen. 


3.4.1. Aus [1], 2.1.2 und (2.1.6.2) folgt 
>] | 7, (w) &(w) |? d are w<n?log *'n x [ | P,,(w) |?d are w <& n? log” ""n. 


e Go @ Era 
3.4.2. Aus [1], 2.1.2 und (2. 1.6.1) folgt 
ES [|Y(w) F,(w) |?darcw<n?log "in f | F,(w) |? d are w < n? log? "nn. 
e byo e &o 
3.4.3. Aus [1], 2.1.2, (2.2.3.2), (2.1.4.2) und 2.1.5 folgt 
E/[|7#(w)9,,(w)9, (w) |? d are w < n? log ”'n & f |9,,(w) 0,.(w) |? d are w 
ek, e ro 
<n?log "in yk* [|E,;”(w) |darcew<n?log "in Ssk* <n?log' ""n. 
e Go r 
3.4.4. Aus [1], 2.2.3. 2 in Verbindung mit (2. 1. 4. 1), 2.2.2 und (2. 1. 6. 1) folgt 
& /[|F,(w)9,(w)0%(w) ?darew<n:T'Z [| F,(w) |’darew <n®T"'log?n. 


e Cr e Cyo 
3.4.5. Aus [1], 2.1.3.1,2.2.2, (2.1.6.1) und 2.3. folgt 
SE [IF,(w)0}(w)d,(w) |? darcw<n?log’nT"' g [| F,(w) || d,(w) |? d arc w 
e Co e Co 


<n?: T-1logn &V f | Fı(w) |? d arc w Vf |d,(w) |*darcw ?) 
E Co Co 


<n? T!logn (3 f | Fı(w) |? d are w)* (3 f |9,(w) |*d arc w)" 


e Co e 6, 
@ e 





< n’ T"' log’n(n log’n)":(n log n)'": = n’ T"' log””n. 
3.5. Insgesamt kommt aus den Resultaten 3.4. im Verein mit (3.3.1) wegen 


T> login und A>2 
(3.5.1) [= [| H(w) —6G*(y, w) |? d arc w 
&, ; 


e Co 
< [| U,(w) —G*(y, w) |’ d are w + n’ log““n, 


0 by, 
da ja trivialerweise | 7 — G* |< | H— U, |? + | U,— G* |? ist. 
3.6. Nun wird, um den Integranden rechts in (3. 5. 1) abzuschätzen, gesetzt: 


= = _ıy” wo! * i 
5,(w) = & m(we') u. ven Do) für |w| <1; 


m=1 


k 
u u k Rolk)ag . — En, 
II, = kt II N.) lam)e X IT Su,; also Wh = Ze", 
(l,k)=1 


Dann wird, wenn o’ in $ alle o' = exp (2x ) mit1<sU’<sk<spy;(l',k') = 1 durch- 
e 


läuft, für wel, 


2) Siehe Fußnote 6 zu [1], 3.2. 
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G*(y, u) = Zm&(y, m) w" — x u | oe "I, 


m=1 m=1 


21,5, rd ie Er (u) HOZIE,); 
Fr 


denn es ist für we, 


a exp (—) _ 1 3 
ep ar 
da auf €, nach [1], 1. 14 mit x = arc w 
(3.6.1) | 1201 |s er <1 (für genügend großes n) 
gilt, da !’ durch o’ nur mod k’ bestimmt ist, also _— s angenommen werden 
darf, und da folglich 
|Im&,| = —.n s a—2nı + 27 2 <1+n<2n 
ist. Mithin gilt 
6*(y, 0) — U,(u) = & Oy85*(u) +02 10, —|P na ege 
Yı e » rn e’>e’ . oe’ IL,E;*(w) für k> y 
0 für k<y 
<z1E,°(w)|+Y°+ Slogk ö ’ 
dr 15 [8 (w)| für k>y 
da ja (z. B. nach [1], (4. 1. 4)) 
A | h 
n,< Ei ) <1; I,< = 


gilt, und da & höchstens y? Glieder hat. Weiterhin gilt schließlich 


# für ksy 
G* he Ye’ 2 4 
(3. 6. 2) 
0 fürksy: 
2 -4 4 j . 
er 21% wirr TI: k> „ 


denn nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist 


zer ?<(zIE PEST IE“ 


e+E e+E / e'*+0o +0 


3. 7. Nun sind noch die Integralsummen $ [, erstreckt über die Terme rechts in 





e Co 
(3. 6. 2), abzuschätzen. 
3. 7.1. Für 0’ #0 ist, + 5 und daher 
Fe DR K\_ 1 
Te "er kk' u. di 


3) Vgl. [1], 4.2. Hilfssatz 9. 
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Folglich kommt im Verein mit (3. 6. 1) 


l | I et 
’ - | —225,|>2||a— 222 | — 28 -| 
|E,(w) | 2 | Im £,(w) L Irz|2||* an, uni! Au xı 
2n 2n Ca» 
> u u = 
I 7 a 7 a 
wenn 
(3.7.4.1) y-T% 
(also 2 3 > (» + 7) gewählt wird. Mithin gilt 
u; es 
Yzls'wWI<YrT'syYt=T; 
e+e e+e 
3 Sy? z1|E;*'(w)|darcw< T* 5 [dar w= 27T? < T®. 
ek. «te e &o 
3.7.2. Nach [1], (2.1.4.2) kommt 
log?k . a Hd log? k slog"y 
= ji j% Me ä u vn 
k>y E57 


3.7.3. Da trivialerweise 
Z [y'darcw=2ny!< T? 


e Co 
gilt, ergibt sich insgesamt aus (3. 6. 2), 3.7.1 und 3.7.2 
(3.7.3.1) 2 [| Uwe) —G*(y, u) |? darcw< T° + „Et. 
e &o 
3.8. Zusammengefaßt liefern nun (1.3.1), (3.2.1), (3.5.1) und (3.7.3.1) den 
Beweis des Hilfssatzes 5, nämlich 
Z& | v(m) — P-!m& (m) |? 
n e 
<n’ log n Fımlogin+T<nlgn 
denn nach 3. 3. und (3. 7.1.1) - Y=T =log4*’n. 


$ 4. Endresultate. 


4.1. Voraussetzungen. Es seien K,, K;, 4, 4a, bi, ba beliebig aber fest vorgegebene 


Zahlen, wobei (K,,a,) = (K,,a,) =1 sei, und wobei b, und b, den Bedingungen 2.3.2 


genügen mögen. 
Es sit=(K,K;,); ® = (b,, bs); A,(g) der höchste Exponent, mit dem die Prim- 


zahl p in der ganzen Zahl q aufgeht. 
Die Folge 3,., zulässiger natürlicher Zahlen n sei gegeben durch 
2|n; n=a,+ a, (mod f); 
n =a,(mod p) für alle Primzahlen p> 2 mit p + £, aber p | K,(o =1, 2). 


Die Folge 3,., zulässiger natürlicher Zahlen n sei gegeben durch 


(2, 8) |(n— 1); n = a, (mod (X, ®)); 
ptn für alle Primzahlen p> 2 müp|®B, aber p+ K;; 
(= b,b,p "rl \ u ute 2 BE | für alle Primzahlen p > 2 





mit A,(K,) > A,(n — a,) 2 4,(B). 


p 








un 


wie 


alsı 


= 
, 
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4.2. Satz 1. Für „fast alle“ natürlichen Zahlen ne 3,, ist die Anzahl N, „(n) der 
Darstellungen 
n=Pı+t Pr 
(p, ungerade Primzahl = a, (mod K,) (oe =1,2)) positiv. 


Satz 2. Für „fast alle‘‘ natürlichen Zahlen ne 3,,. ist die Anzahl N, ,(n) der Dar- 
stellungen 


n=p, +bıgi + b282 
(pı ungerade Primzahl = a, (mod K,); gı und g, ganz) positiv. 


Satz 3. Für „fast alle‘‘ natürlichen Zahlen n gilt — in beiden Fällen s + 5 =2 — 


emo] Hole.) 


log n log +! 


(asymptotisch) 


(4. 2. 1) 8, N, .(n) = 


er ” ; 


b,b; 
P,.=y(K,) p#(K); Pe >= Y(K,) Pb ee 
Dabei ist die singuläre Reihe ©, ,(n) = &(n) durch 1.2 gegeben. Sie läßt sich (nach 
Formeln in [2]) geschlossen summieren, und es ist (nach Hilfssatz 2 und 4) fürne 3,. 
Cie 4 
Ing log „= S(n) < d(n) log .n *). 
Satz 4. Genauer: Ist B(g, x) die Anzahl der x mit 


(4.2.2) N, (m) — P;; S,.@m)| > 9 jogirrm, (108 log mE, (m) +1), 


nr :> m s+lm 
und ist A, > 0 beliebig aber fest vorgegeben, so ist 
B(q, 2) < zlog”"x für 92 C.- 
4. 3. Beweis von Satz 1 bis 4. Wird gemeinsam geführt! Die Indizes s und t werden 
wieder weggelassen. 
Sei zuerst C,, beliebig aber fest gewählt, und sei B(x) die Anzahl der m < x: mit 


| »(m) — P"'m&(m) | = Cam log"*:m 
Dann kommt aus Hilfssatz 5 für genügend großes n’ 
{B(n) — B(n')} Czan’? log” **:n' 


s 5 |v(m) — P"'m&(m) ? < n’log“'n 
n"smgn 


also, wenn man n’ = n log”*:n und A = 54, wählt, 
n? log-* 
n’?log-?4n’ 


Andererseits gilt nach [1], (5. 1. 2), (5. 1. 3), (5. 1. 4), (5.1.5) mto=2 


B(n) < B(n‘) + ; < nlog”“ 


v(m) 
log’ m 


log log m 
E- io v(m). 


N (m) — g’+!m 


” re 





4) Für s= 2; t= 0 läßt sich sogar S(n) > C,, zeigen. 
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Daher gilt mindestens für die (e — B(z)) Zahlen m < x mit 
| »(m) — P"'m&(m) | < C,,m log” *:m 


auch 


m log": m 
log’ m 


{m&(m) + m log“ *:m} +? 


’ 


N (m) — {log log m&(m) + 1}. 


S(m) SC, Er 


ge - m s+lm 


Für mindestens (e— B(z)) 2 x(1—Cy„log”*x) Zahlen m <x, d.h. für 
„fast alle‘‘ m, ist also (4. 2.1) (mit m statt n) richtig, für höchstens B(x) < x log“: x 
Zahlen m < x ist (4. 2.2) mit g> C„,> Cy richtig. Damit sind Satz 3 und 4 bewiesen. 


Satz 1 und 2 folgen nunmehr unmittelbar aus Satz 3 und Hilfssatz 4. 


Literaturverzeichnis. 


[1] A. Zulauf, Über die Darstellung natürlicher Zahlen als Summen von Primzahlen aus gegebenen Restklassen und 
Quadraten mit gegebenen Koeffizienten. I. Resultate für genügend große Zahlen. Journal f. Math. 192 (1953), 
210—229. 

[2] A. Zulauf, desgl. II. Die Singuläre Reihe. Journal f. Math. 198 (1954), 39—53 

[3] A. Zulauf, Über den dritten Hardy-Littlewoodschen Satz zur Goldbachschen RER Journal f. Math. 192 
(1953), 117—128. 

[4] E. Landau, Vorlesungen über Zahlentheorie, Bd. 1. Verlag Hirzel, Leipzig (1927). 

[5] E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Bd. 1. Verlag Teubner, Leipzig und Berlin 
(1909). 

[6] $. Ramanujan, Some formulae in the analytic theory of numbers. Messenger of Math. 45 (1916), 81—84. 





Eingegangen 19. September 1952. 





On the product of two inhomogeneous linear forms. 


J.W. 5. Cassels, Cambridge. 


1. Introduetion. 
Let 


E=E(z,yJ)=ar+ßy+p, n=nls,y)=yr+öy+gq 
be inhomogeneous forms in the variables x, y with real coefficients and determinant 

A=xö—py+L. 
A well-known theorem of Minkowski [1], [5] states that there are integer values of 
x,y such that 

linls2lA|. 

The minimum of |&n | under the condition &n = 0 has been investigated by Davenport 
and Heilbronn [2]. In this paper I consider the minimum under the condition 


En +0. 
This question has been raised in general terms by Mordell [4]. 

We call two pairs of forms (£, n), (£1, 2) equivalent if there are integers a, b, c, d, X, Y, 
and nonzero constants A, u such that ad — be = +1 and 

Elan + by+ 20, er +dy+ y) = Asla, y) 
(ax +by+ 2%, ex +dy + Yy) = un(z, Yy). 
identically in x, y. This clearly is an equivalence relation. Put 
M = Min |&n ” M= un ‚ 
En +0 14] 
so M is the same for two equivalent pairs of forms. 

If (£, ») represent 0 simultaneously they are equivalent to a pair of homogeneous 
forms. For these the theory of the minimum is classical; at least if neither of the homo- 
geneous forms represents zero non-trivially. A simple case of essentially inhomogeneous 
forms is 

n=y+d, d + integer (1.1) 
for which elearly 
Min |& — Min ld—n|. 
En +0 n =integer 
We shall assume that (£, 7) is equivalent neither to a pair of homogeneous forms nor to 
a pair of type (1. 1). We shall prove the following two theorems. In them we put 


and use the notation 
Po = 0, pı = 
[or the Fibonacei sequence. 
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Theorem I. Let (&, n) be a pair of forms wüh W = }. Suppose that they are not egui- 
valent either to a homogeneous pair or to 
E=1,n1=y+d (1. 4) 
for any d. Then either (£, n) or (n, £) is equivalent to 
E=—r+ı+o, n=27—oy 


where r, go, o take one of the sets of values of the following table. T'he values of M are as specifie« 
and not less than }. It is understood that each value of o may be taken with each value of « 
in the same line. 


Table for Theorem I. 





03 





2 





integer 
integer 2r soeos3r—3 





| . > . 2/0 (0 # 3) 
1/3 (o = 3) 
1/3 
1/3, 12/35 
respectively 
1/3, 8/23, 1/3 
respectively 
411 if o= 1/2 
s(1—e) 
+0 











1/2, 3/5, 8/13 





> 2,n#+3) 
otherwise 





4 + o, where 
7 20 if == _- 1 2 

> (n22,n4353]|0-emzimeas| ame=i 

Pr +ı Pm+ı o(l _- 0) TE 

i P oe+o 

and 0, So 














Theorem IL. /f & > 0 is arbitrarily small there are indenumerably many inequivalent 
pairs of forms, not equivalent to homogeneous forms or to forms of the type (1. 4), with 


Mei—e. 
I am grateful to Professor L.. J. Mordell, Dr. E. S. Barnes and Mr. H. P. F. Swinner- 
ton-Dyer for reading the manusceript and suggesting improvements in detail. 


2. Reduetion to a Canonical Form. 


Lemma 1. /f (£, n) is a pair of forms wih M > 4, then either: 


(i) they both represent 0, 
or 


(ii) they are equivalent (after a possible interchange of & and n) to a pair of forms (1.4), 
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or 
(iii) they are equivalent (with the same gloss) to 


e=—t+t: n=—4ıty. 
Note. The exceptional form (iii) here is obviously equivalent to I of theorem 1. 
Proof. Put 
E=oar+fy+tp, n=yce+öy+g, A=adö— Py+0 
and suppose that £ does not represent 0. 
If «x + ßy does not represent 0 non-trivially there are solutions of 
&u|s4l4| 
with & arbitrarily small, by Minkowski’s theorem [1]; and ;,; cannot be zero for all of 
these infinitely many solutions. Hence 
m = |A|" Min |im|sı<h; 
£n+0 
so this case cannot occur. 
Thus «x + fy does represent 0 nontrivially and we may suppose after a suitable 
transformation of the coordinates and multiplication by appropriate factors that 
mr str rtt 
After a further transformation of the type 
>24 %, y>-ct+y+% (c, X, % Integers) 
we may suppose that 
Irish |pls}4, |Jels}. 
Also p # 0, since & does not represent 0. If qg # 0 we should have 
0</j&n|=|pelsı=tlA] 
frz = y= 0, contradieting M > 4. Hence qg = 0. If y = 0 we have the trivial case (ii). 
If y # 8 we have 
rleR24, |ylt—|r)23} 
on putting (x, 4) = (0, 1), (+ 1,0) respeetively. Since |y | < 4, the only possibility is 
Iv|=# |p|= % which gives the forms (ii). 
Definition. We say that a pair of inhomogeneous forms is in canonical form ıf 
(1) they can be written 
= —r+st 1-23 % 
where r>0 is an integer and 
0so<1i, o+o>0, 
and 
(ii) there are no integer solutions (x, y) of 
|& | <r, n=0 


=®%, 9 |<r. 


Lemma 2. Any pair (£, n) of forms each representing zero, but not simultaneously, is 
equivalent to a canonical pair. 


Proof. Let 


X = Min |£ |, Y= Min | 7 |. 
n=0 £=0 
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These minima are obviously attained and strietly positive. By writing +£&, + » foı 
&, n respectively we may suppose that there are integers (2, %0), (21, %ı) such that 
(ig Yo) “-. X, (0 Yo) s 0, 
&2,, Yı) 7, 0, n(%ı, Yı) =Y. 
By a substitution of the type 2 > 2 + 2%, y>Y + %, we may suppose that 
n= = 0 
and then by a substitution of the type 
> ax + . 
re a,b,c,d integers, ad — be = +1 
y-cxz-+ dy 
that 
Yyı : - 0, u>V. 
x, = r. By taking suitable multiples of £, »; instead of £, 7 we may suppose tha! 
X=Y=r, » 
(0,0) = 0, 
2) r 0) =[f. 


Hence 


e=—r+2+9, n=2—0y (2. 1) 


for some 0, o. By writing — y, — o, — o for y, 0,0 we may suppose that o +0 > 0; 
and by a substitution 2 — x + by (b an integer), y— y, that 0 <o < 1. Finally, property 
(ii) of the forms (2. 1) follows from the definition of X, Y. 

Corollary. A canonical forin (2.1) can be equivalent to another canonical form only 
i[ one of the pairs of equations&=r,n=Vor&=0, n = —r is soluble in integers x, y. 


3. Reduetionttp +o = 1,r =1. 


We require first a preliminary lemma. 
Lemma 5. Let ®, o, x, }, D be five real numbers such that 
|94— gx | <#D, #2 | sD, x#+0. 
Then there is an integer m such that 
[=d9+xm, g=go+ /m 
satis/y 
Ifel<ıD, |/|IsI«| 
Note (added in proof). A similar lemma gives a simple proof of Minkowski’s 
original th’orem in its full generality [5]. 
Proof. By writing — 9, — y,-—- x, — A) for ®, p, x, A if need be, we may suppose that 
z>0 
and by writing — o, — A, — g, — m for y, /,g, m that 
o—>d. 
Finally by writing ® + xzr, p + Ar for d, g respectively with a suitable integer r we may 
suppose: that 
. <Ssd<0. 
We shall now show that m = 0 or 1 will do, i. e. that 
Min {| do |, (+ )(e + AM |} <4%D, 


since clearly Max {|# |, | + = |} = x. 
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Suppose first that + 4=0. Then 
16 |de || + (Pe +ÄA|=S(d +9 + (el+|e 
= „828 
2; 
and so (3. 1) certainly holds. 


If, however, +40, then 
2{9e || + (+ a] = 


and again (3. 1) holds. 


Lemma 4. Suppose that the pair of forms (£, n) each represent (0, but not simultaneously, 
and that M = }. Then (£, 7) are equivalent to a pair of canonical forms with 


oe+to2 i. 
Proof. By Lemma 2 they are certainly equivalent to canonical forms. Suppose that 
o+o<i1. (3. 2) 


Then we can find a pair of coprime integers u, v such that 
+0 
|xI<r, [als ı<, 


where 

x«=u+v, A=u—vo. 3.9) 
Here x + 0, since otherwise (0, r — | A |) would be a value of (£, y) and < |r — |A || <r, 
contrary to the definition of canonical forms. Similarly 4 # 0, so 


0<|=z|<r, 0<|A sett, (3. 4) 


We now choose integers w, t such that 
ut —vw=|1 
and so 
Ju—vye=o+0 
where 
u=u+rl, r=w-—toe. 
Choose now an integer / such that 
Ira—lKe+0)|<}e + 0). 


Then Lemma 3 applies with 


since 


by (3. 4) and 
| r2 + Kay — xo) | 
|—r2+le+ o)| 
4e+n=4D<iD. 
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Hence there is an integer m such that 
&=—r+lu+ms, m=lv+mi 
satisfy 
|&ı m | <4(e+ 0), [&ı | > || (<r). 
Clearly (£,, 7) is a pair of values taken by (£, »„). Hence 
90 ' 
since we suppose M > 4. But », + O0 by (3. 7,) and the definition of canonical forms. 
Hence &, = 0 and so 
n|lzr (3. 8) 
by the definition of canonical forms. But, using (3. 5), (3. 6) and &, = 0 we have 
Im#|= |&4— mx |= |9%— gr | S}l(e+ 0) 
and so 
r|»|<|mx| Sie +0). (3. 9) 
Hence by (3.3) and (3. 4), 
Ire+o)|=|r(«—H)|s;(e+ oe). 
But v=0 gives 
contrary to (3. 2). Hence 
r=|vj=1. 
But now we may interchange the röles of £, » and of x, A since 


ilse+te<i=r, | Iste+n<e+o=-!+°, 
by (3. 4), (3. 9), (3. 10). We deduce that 
IAls}le+o). 
Hence finally from (3. 3) and (3. 10), we have 
e+o=|x—ı|s|»|+|2|sIle+n)+Ytl(e+ oe). 
We deduce that 
\x|=|i]=4e+o, »#A<0. 
We may suppose without loss of generality that 
»=—A=1lo+o), sorv=-+1. 
We may now apply Lemma 3 again with 
»= —1l, p=0, 
»=—i=1l(o+o, D=oH+to. 
Hence there is an integer m such that 


Aıml|<t!l(e+o), Alsx=t%(+o), 


where 
&=—1+3mle+o, 1=—tm(e+ o) 
are values taken by (£, n). Hence 
&m=0 
since M >}. But », # 0 by the definition of canonical forms, since |&, | <1=r. Hence 


1 4 ' 
et (3. 12) 
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By (3. 2), (3. 11), (3. 12) after a transformation of the type x = y’ + ur’, y = x’ we have 


E-—1 


w— > - x, 
m&=—m+ x + my 
— m = x — my'. 
Putting x’ + my’ = x”, y’ = y”', we have 
m&=—m+x' =" (say) 
— mn = 2" — 2my" =) (say). 
The two forms (£', »'') are clearly canonical forms with 0" +0" =0 +2m>1 (in an 
obvious notation). Since (£, 7) are equivalent to (£’, »,''), this proves the lemma. 
Lemma 5. If (£, ») is a pair of canonical forms wihM > 4,0o +0 > 1, then either 
(i) ei 


(ii) Ee=—r+2, n=27—oy 
where r, o are integers such that 
2<2r soS3lr—i). 


For these forms 
1 


M--— 


Note. The forms (ii) are the forms II of Theorem 1. 
Proof. Suppose that 
r>%, 
Then on putting = 1,y=0in |&7 | > }(o + o) we have 
r2z4leto)+t1. 
We now consider two separate cases. 
First Case. '(‘e+0o) +1 £r<?°(e+ 0). We apply Lemma 3 with 
d=—r+o0, y=—o, x=/=1, D=o+o 
where 
|9—gx|=|—r+te+to|<$D, 
by the defining relation of the case. Hence there is an integer m such that 
l&ımı |< 3(0e + 0), l&ı | si (<rn), 
where 
,=—-r+m+e m=m—o 
are values taken by (£, 7). Hence 
&mı = 0 
since M > 4. But n, + 0 since |&, |< r, by the definition of canonical forms. Hence 
& == 0) 
and so 
e=r—m = integer. 
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Similarly 
‚o = integer. 


But O<so<141,0o+0>0 and so 

oe=0, 0<o= integer. (3. 13) 
Further, (0, r — o) is a value taken by (£, 7) and so 

Ir—o|2r, .. o22r. (3. 14) 
Combining (3. 14) with the defining relation of the case we have 

2r so s3r—3. (3. 15) 
Conversely, if (3. 12) (3. 15) hold, the minimum of |&n | for &7 #0 is r— 1. For suppose 
Ir+z||la—oy|<r—i, z#r, 2 +oy. 


Then 
| r+.z|<r—1i, 
le —oy|<r—1A, 
and so 
yT£ dam BE 
003 003 
Hence y = 0 or 1. Finally, it is easily verified directly that | & | >r—Afor y= 0 anl 
in]z|e—r—i]|2zr—1for y=1. 
Second case. r =? (o + 0). We show that this case cannot occur. Choose the integer / 
such that 
Ir<-MKe+n|sile+te. 
We may now apply Lemma 3 to 
d=—r+l, o=—l 
sil=i, D=o+o. 
Then there is an integer m such that 
Aml<ile+te, |Alsil<), 
where 
&=—r+m+lb, n=m—lo 
are values taken by (£, 7). Hence 
mm, 
since M > 4%. But 9, #0, since |&, |< r, by the definition of canonical forms. Hence 
&, = 0. 
Thus m=r— lo and 
ImI=Ir-Ke+n|ste+n)<r 


by the defining relation of the case. But this contradiets the hypothesis that (£,n) is a 
reduced pair. Thus the second case cannot occur; which concludes the proof of the lemma. 


4. The easer = 1. 


Throughout this section we suppose that (£, ) are a canonical paw of forms with 
r=-1,M zs4h,o+o2>21. 


Lemma 6. If e>0, then 
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Proof. We have o > 0, sinee+0o21.10<o<141, then 
—-1+0—-0)2%(e+ 0) 
el—o)=}(e+ 0) 
and so 
- (e + 0)? s ei ET 0) o(l 6) S i6 » 
contrary tte+o 21. 
If o=1, then fr 2=y=1 we have &=o,n=0. But |o|<1=[r, which 
contradiets the definition of a canonical pair. 
I 1<o<2, then 
el—o)<—}%(e + o). 
On applying the inequality of the arithmetic-geometric mean to the left hand side we have 


ie +o—1)’=}%(e+o) 


(e +0 —3) de +0 —1)>0. 
Hence 
o+023 


and the truth of the lemma follows, since oe < 1. 
Lemma 7. o+0o=<sb. 
Proof. Putting = 2,y=0 in |£7 | > }(o + o) we have 
2z24(e+ 0). 


We now write 


@=}(1+5), B=465t—1), 


«a>1>Pß>0, aAB—1. 
For n= —1,0,1,2,... we define the sequence of integers p„ (Fibonacci’s sequence) by 
P-ı =1, m =0, pı =1,..., Pa = Pa-ı + Pa-» --- 
For later use we note the identities 
Pa Pn-ı — Pn-aPa +1 = (— 1)" 
PnPn+2 — Pä+ı = (— 1Jr+! 
5, = ar — (— Pr. 
The first few values of p, are p-, =1,0,1,1,2, 3,5, 8,13, 21, 34,... 
It is easily verified that 


2n < Pen+2_ B< Pen+3__ Pan+4 (4. 4) 
Pzn+1 Pan + 3 P2n + ı P2n+2 


for any n and that 
Pr 
lim — =ß. 4.5 
n>o Pn+1ı f 
As is well known, the p,/P„ + ı are the successive convergents to the continued fraction for ß. 
Lemma 8. If o + O then either 0 = Pa|Pn+1 forsomen Z2oroe=$. 
Proof. It is enough to assume that o + Pu/Pn+, for any n and then to show that 
ar 1)" (Pn+1@ — Pr) >0 (4. 6) 
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for every n. Now (4. 6) is certainly true for n = 0 and n = 1. To prove the lemma it i: 
therefore enough to assume that (4. 6) is false for some n but true for all smaller values 
of n and deduce a contradiction. We shall in fact deduce a contradiction from 
(— 1 (Pnrre — Pl <O< (Ir le — m) (nZ2). (4.7) 
We first deduce the inequality 
3V,V„—- 17 —-V:;,— 23V, —2V,2—3 20 (4. 8) 
where 
Vn = Pn+10 + Pr- 
We note that 
„22 (nz 2) 
by Lemma 6. On putting = — m +1, y= Pa+ı in 
3|nl2e+e 
and using the inequalities (4. 7) and (4.9) we have 


ee ME ner . 
Ne Note | 


If n is even we have 
3m — 1) — oc 2.5 SPa-a(Va-a—1)+0o 
3Pa+ı(!n — EI Bed 3m-ı a - 31) —1 


since the denominators are positive by (4. 9). This reduces to (4. 8) on using (4. 1) for 
even n and the definition of V,„. If n is odd we have 


3Pn(Vn — 1) > o nt nd 3Pn-a(Vn-2 — 1) oe 
391. — 177 3, m, —Dri 


which again reduces to (4. 8), this time with (4. 1) for odd n. 
We now prove the identity 
Vv:—3V,V,„.+ VE, = (1 — 0—1). (4. 10) 
The left hand side of (4. 10) is AB where 


A= V„ — a? Va-a = (Parı — x Pn-ı) © + (Pr — a: Pn-3) 


and 

B= Vu — PB? Va-2 = (Parı — B?Pa-ı) © + (Pr — P?Pa-2)- 
But 

5 (par — a Pn-) = (— Br (ar — B2) = 5° ( B)r-a, 
and so 
A = (— PB)" 23(— Bo +1). 
Similarly 
| B= a"-2(xc + 1) 
and so 
AB = (— 1)" !(e — o —1), 

as asserted. 
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Hence (4. 8) reduces to 
„0?+5b,o + Z0 

where 

% = (— 1)" 

un T: Ma 

Cr = (— 1)" — 2m — 2m. +3 Ss0 (n 2). 
But o S6 by Lemma 7 and so 

„+50 + Solo +b,)<O.- 


This is the required contradietion which proves Lemma 8. 


5. Proof that at most the forms listed in Theorem I oceur. 
Entries I, II in the table have already been verified by Lemmas 1, 5 respectively. 
ÖOtherwise we may suppose that 
r=1 
and 
either o Z2oroe=(, 
by Lemmas 5, 6. Let s be the integer part of o and put 
o=s+0, I! sa<1; 1=s+o. 
Then 
e=—1+ +09 y= 1 —-HY= Mm, 
y=1—-y=—i+ı +eoy=Ö8ı 
where 
ss =1+2— 8, Yı = Y. 
Hence the preceding considerations apply also to the pair of forms (£,, »,,) and so to p,, 91- 
We prove the following lemma. 
Lemma 9. Jr=1, M >} then (£, n) is equivalent to one of the pairs in entries 
III — VIII of the table. 


Proof. f o=o,=0, we have s=o+0S6 by Lemma 7. If s= 1, we have 
&=—1-+2,1= x — y which is obviously equivalent to a pair of homogeneous forms 
(and so excluded). If s>1, then & takes the value 2 for 2=2,y= (0. Further, 
E=—1+n(s). If |&n | = 1, we would have |2|= |y|=1, so &= + 9. These are 
compatible only fs=3,E=—n=1; and indeed if s=3 we have = — n = 1 for 
z=2,y=1. This gives us case III of the table. 

Otherwise at least one of o, 0, is non-zero and hence 

sZ>2 (5. 4) 


by Lemma 6. Further, o, og, may take only the values 


Pn 
0, nz 2), 
. ), P 


by Lemma 8. In particular 
e=0orjsos$. 
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If o+ 0 we may put (z, y) = (1,0), (0,4) in3|&n | >= oe + o and obtain the two ine- 
qualities 

3e(—1)Ze+o 

31 —o)eze+e 


o(3e —1) 40 (5. 7) 
(2 — 30) 20. (5. 8) 
From (5. 8) we deduce 
0o<$. 
The inequality (5. 7) for o is the stronger if o <} and the inequality (5.8) is the stronger 
if o>} Hence putting 


y = 40 3 
so=5,.;4 (td 


AREN 1% 
2 — 30 


we have 

s+9=02S(o) if e#+0. 
Similarly 

ste=n2S(e) if 0 #0. 
We note that 


lo=ßoro= = (n> 6) and hence that S(Zl) <S(e) <S(}}), as S(e) is increas- 
n+1 


ing for o Z?. We have thus the following table for $(e): 


Table of S(e). 
5(e) 
4 


>) 


I I 


I 


SS PP PIE 


| 
> 


Bo al lo wo wi 


SS 
[3 


Finally, by Lemma 7 we have 
ste+ta=o+te=sb. (5. 11) 


From (5. 4), (5. 9), (5. 10), (5. 11) we deduce that if at least one of o, 0, is non-zero 
then (£, n) or (n, £) is equivalent to one of the entries IV—VIII of the table. 
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For later use we make expliecit the 

Corollary. For the forms in IV—VIII of the table we have 
3e(e—1) 2Ze+o 
31 —eo)eZe+e 


ıf o+ 0; and the corresponding inequalities with o,, 0, if 0, #0. 


6. Completion of the proof of Theorem I. 


To prove Theorem I it remains to show that the forms IV— VIII of the table have 
the value of M stated and that this is > 4. Throughout this sectiön (£, 7) is one of the 
pairs of forms of type IV—VIII of the table. We first show that we can confine our 


attention to special values of x, y 


Lemma 10. // 
:l24, Inl2t, |m|stle+o), 


y=0, +1. 
Proof. Then 
lönl 
In 


In|ls%(e+ o), 


lE|s <4(o +0), 


e—n+i| lEl+ini+1 _g, 


yI= e+to | e+o 


Lemma 11. // 


and 

lel<1, 0<|iy|<}(e+o), 
then 

—1+2= +Pm, 9=7 Pas 


for some choice of sign and some integer m, withm<nio#Pß. 


Proof. We shall write by convention n= o if o=ß= lim 2 . Since the 
n—ofPnt+1 


Pr (m < n) are successive convergents to o, we may choose an m > 0 such that 
m+1 


| Pme — Pn-ı | > |E | | Pm+1E — Pr | (6. 1) 
(with | Ppm@ — Pn-ı | = P-ı = 1, when m = 0). Now, if n< ©, 


A a wi. 
| Pn0 Pr -ı | |Pn Du Pa-ı| Pr 
and so 

integer 


Sina —R-ıl- 
rn >| Pa — Pr-ıl 


0+|2—ey|= 


Hence, in all cases, 
0sm<n. 
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Choose integers u, v such that 
z—1 = upn-ı + UP 
— Y= UPm + VPm+1 


x = Pm-ı Pmß, 9 = PmO + Patis 
B = Pm — Pm+10, 6 = Pn+10 + Pm- 


= au + Pr, 
n=1+yu+ öv, 
| —py|l=o+o. 


Further, by (6. 2) we know that o lies between 


—_ Pm+ı 


01 ae 


— Pm+2 


02 Be 
Hence «/ß lies between 


Pm-ı — PmPı a Pm-ıPm+2 — PmPm+1 ed 
Pm —— Pm+10ı PmPm+2 — Pa+ı 


Pm-ı — PmP®a RR Pm-ıPm+3 — PmPm+2 u 


Pm — Pm+102 PmPm+3 — Pm+ıPm+2 


—2<soalßs—1. 


Also, trivially, 


and (6. 1) becomes 
I«|>1|8|2|Rl. 
Eliminating v between £ and n we have 
(ad — Py)ul= |6E— PP + Pß| 
<|ö&|+ |An|+|P| 
s |ö«|+ |&n|+ |Pr| 
|ed—Ay|+ le | 

<; | —Py| 

and so 
u=l(, +1. 


If u= +1 we have 


Ial>|ta+vpl2|Pl 


by (6.5) and so 
wz>2 
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by (6. 3). Hence 
(nl lalln| 
=|#|luy+oö+1]| 
> |#lr + le |dö—1) 
> |#r\+ 218 |—|P| 
>|By|+ || —1 (by (6. 3)) 
= |a8 — By|—1 
=e+0e—1>3%(e+o); 
which is excluded. Thus n = 0 and 
I«]>|81=IvRl, 
sov= +1 by (6.3). This proves the lemma. 
Lemma 12. /f oe +0 and |E|< 1, then 
In |230—1) fe=4 
|24—oe fe+l. 
Proof. We note first that 
3(e—1)<3(e+ 0) 
4U—o)o <}o<}(e+ 0) 
respectively, and hence that 
—1+2=+Pm Y=F Parı (m <n) 
in the notation of Lemma 10. 
The corresponding values of (£, 7) to (6. 6) are 
&= + (Pm — Pm+10) 
7 = #7 (Pm + Pm+ı0) +1 
and so if we can prove the lemma with the lower signs in (6. 6) we shall have proved it 
universally, since pm + 0Ppmıı 2023. 
ifoe=},son=2, the only possible values of m are 0, 1 giving |&n |= 30, 3 (o — 1) 
respectively. The lemma is thus true for n = 2 and we may suppose that n > 2. 
If m = 0 we have | &n | = g(o — 1), so what is required to be proved is 
e(e— 1)2(1—o)o 


e@ 
u! 


> 
=, 


0 
=—s 
20—1” ’ 
since 0 > ?; and so this condition is satisfied for the forms under consideration. 
If m Z 1 the required inequality is 


| Pm+1@ — Pm |(Pm+10 + Pr —1)— 1—o)0 >20. (6. 7) 
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and 
d 
(— 1)" do (L. H. S. of (6.7)) = Pm+ı(Pm+10 + Pm— 1) + (— 1)" o 2 0. 


Hence it is enough to prove (6.7) for o = Pm+2 , But then, on multiplying up by Pn.; 
m+3 
and using | Pm+1Pm+2 — PmPm+3 |= 1 we have to prove 


(Pm+ı0 + Pm — 1) — (Pn+3s — Pt) Z 0 


Pr—1=20, (6. 8) 
since Pm+s = Pm+2 + Pm+ı- But (6. 8) is true for m > 1 and so the lemma is establishe(. 
We note that we have proved incidentally the following corollaries. 


Corollary 1. /f o+#0,}, then 
e(e—1)2(1—o)o 

for the forms of types IV—VII. 

Corollary 2. Min |&7 |< (oe + oe). 

£n+0 

Also from Lemmas 10 and 12 we have 

Corollary 3. The minimum of | &n | for &n + 0 is the minimum of | &n | for y= 0, +1 
and En #0. 

Proof. By Corollary 2 the minimum is less than $(o + 0). If o >0 and |&|< 1 
we have 


|&7 | 4(e —1), (1—o)o, 


for o—= },o # ! respectively which are both values taken for y= +1. If o=0 we 
have |&| > 1, since &+0 is an integer. Similarly for o,. Finally, if |2|21,|7|21 
we have 





|&7|>(e-+ 0) > Min | &n |, 
En +0 


except for y=(, +1. 
We may now prove 
Lemma 13. 
Min |&n | —= Min (2, X, X,) 
En +0 
where - 
o—2 jo=0 
X=t}(e—1) jo=} 
ol—o) fe +0, 
and X, is defined similarly in terms of o,, 01: 
Proof. By Lemma 12, Corollary 3 we may confine ourselves to y=(, +1. We 
treat these cases separately. 
A. y=0. Here 
&ern]=|—-1+:||e]|22 if En +0 
with equality for x = 2. 
B. y=—41. Here = —1+r—o,n=x-+o and 


n„—E=o+o+1>4, 


and so either „ >2 or & <—. 2 (or both). 








si 


if 


si 





ve 
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If 7 > 2 we have 


&l=|#*]|, I„|>|n*|>®, 
where &* =1— r +o=—£ and 7„*=2— r —o=2— n correspond to @«*—=1—ız, 
y* = + 1, and so l&n | is not a minimum. Similarly if & < — 2 we consider &** = — 2 —£, 
n** = — n. Hence y = — 1 does not give a minimum. 
C.y= +1. Here&ö = —1+2r-+0o,n= r—o. We consider three subcases. 


GC. 2s0, so&<0,n<0. Then 
Iinlz(1—eoe 


with equality for 2— 0. Hence 


Een|20>0—2=X fo=0, 
|Ey|240 >4le—1)=X if o=0, 
in|2 X ifo +0,4. 
G. z2s+1,s0o&>0, n>0. Here similarly 
En | X.. 


G,1srss,so&z=0Z n. Suppose first that neither o nor o is an integer. Then 


Min {—1-+ x + o) (r — x)} = Min = Min {o(o — 1), o,(o, — 1)} (>). 


1lsıss z=1,0 
But 
o(—1)= X ifo=} 
o(e—1)ZzZ(i—o)o=X ifo +0,4 
by Lemma 12, Corollary 1. Hence 
len |=(—1+2+0)(0— 2) >Min (X, X)). 
If, say, o = O the value x = 1 gives & = 0 and is inadmissable, so the minimum must be 
taken over 2 < x <s.To x = 2 corresponds now o — 2 = X. Similarly if 0, = 0. 
Since it is obvious that 2, X, X, are all values taken by |& | the truth of the 


lemma follows. 
The completion of cases IV—VIII of Theorem I (and so of the whole theorem) is 


now immediate. It is quite straightforward to verify which is the smallest of 2, X, X, 
and the quotient by o + o is tabulated as M in the last column of the table. 
We must also verify that the resulting values of M are in fact not less than }. But 
2 - 1 
o+03' 
since o+ co <6, by construction; and 
X > 1 
o+0o 3 
if o #0 by Lemma 9, Corollary. If o = 0 we have however 
X o—2 > 1 


o+0 0 3 
since o 2 3; and so (6. 9) holds for all o. Similarly 


ER. 
04023 


This concludes the proof of Theorem I. 
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7. Proof of Theorem II. 


We require a lemma. 


Lemma 14. Let e>0 be arbitrarily small. Then there are indenumerably many 
numbers ß* such that 


(i) IB— pr |<e®, 
(i) Ize+A*y||e—M+BHYyl2I1 +2Br)—e, 
for all integer pairs (x, y) + (0, 0). 
Proof. We take for #* a number with partial quotients of the type 


n, times N, times n; times 











RETTET TEE IT 


where the numbers n,, 3, . . .,72,. . . are subject only to the conditionn,>N(j=1, 2,...), 
where N is some integer. Then as is well known both (i), (ii) hold if N is large enough [3]. 


To prove Theorem II it is enough to show that 


Min |&*7*| > 3(4+ 2*) + O(e) (7.1) 
(2,9) + (0,0) 
where 
= —A+z+pty, nr 2— (4 + Br)y. (7.2) 
We need examine only values of x, y for which 
|&*n* |< 44 + 2*), (7. 3) 


and consider three cases. 
First Case. |&* |< e-!, |n* |< e-!. Then 
z=(0(e!), y=O(le!) 
and so 
= —1+2+Pßy+ Ole‘) 
"= 2 —(4+P)y+Ole). 
Hence 
en =(—1+2+Pßy)(e—(a+ Ay) +0Ke). 
But by the result of the preceding section 
I-1+2+B||e-4+y|23— 2 
> 3(4+ 2P) 
= 34 + 2B*) + 0(e), 
which proves (7.1) in this case. 
Second Case. |&*| > e-'. Then 
7„*=0(e) 
by (7.3). We have identically 
&* = A*H(2 — (1 + B*y) + B*n* —1 


where 


4+2p* = 
Bu DB 
Ar= [ap P=irap 








q 


» 0 


oa 
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Hence 


&* = A*(2a — (1 + B*)y) +0) 


and 


nr = Ara — (1 + P*y) (2 + B*y) + Ole). 
Hence, by Lemma 14, (ii) we have 


|&*n*|> A* {d(1 + 28*) — 2} +0O(e) 
= 3(4 + 2P*) + O(e), 
as required. 
The third case |n*| Ze! is similar t9 the second. 


Since there are indenumerably many ß*, this proves the theorem, by Lemma 2, 
Corollary. 





Eingegangen 30. Oktober 1952. 
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Über die Quaternionen 
in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen. 


Von Bruno Schoeneberg in Hamburg. 


$ 1. Problemstellung und Ergebnisse. 


Wie ich früher gezeigt habe!), ist es möglich, mit Hilfe der Normenformen aus den 
Maximalordnungen der definiten und indefiniten Quaternionenschiefkörper S über dem 
Körper P der rationalen Zahlen ganze Modulformen der Dimension — 2 einer bestimmten 
Hauptkongruenzgruppe zu gewinnen. Ich erinnere zunächst an die Definitionen und 
fasse die damals erhaltenen Ergebnisse zusammen. © ist eine nichtkommutative null- 
teilerfreie Algebra mit vier Basiselementen über dem Körper P. Von den Basiselementen 
&9, E15 E2, £3 Soll e, das Einselement sein. Die drei letzten Basiselemente sollen den Multi- 
plikationsgesetzen 
De Asrı Aires Ejirjkirg = —— Eirgkir = hiki 
genügen, wobei die hier auftretenden Indizes mod 3 zu verstehen sind, also nur die 
Werte 1,2, 3 annehmen. Die A, sind bestimmte ganze rationale, von Null verschiedene 
Zahlen. Die Multiplikationsgesetze sind damit in einer Normalform gegeben: 
© = ©(A,, Ay As). Ist 

g=2+ Lıeıt Raka + Its 

mit rationalen x; eine Zahl aus ©, so nennen wir 

EEE = HH — Igts— Isks 
die Konjugierte von £, und n(£) = £€’ heißt dann die Quaternionennorm, s(&)=&E + 
die Quaternionenspur. {% sei eine Maximalordnung in ©; ihre Basis sei (®,, ®g, ®3, ®,). 
Die Determinante |s(©;®,) | = A, ihre Diskriminante, ist das Negative des Quadrats 
einer ganzen rationalen Zahl D, die wir als positiv annehmen. Ist | a) Rechtsideal in der 
Maximalordnung $, so ist a’, das aus den Konjugierten der Elemente von a bestehen 
soll, Linksideal in $, und (a’ | |a) ist ein rationales Ideal, das von der Zahl A > 0 erzeugt 
werde. |a) ist in einer bestimmten Maximalordnung, %, Linksideal. Für die Differente 
d aus % gilt: 

dv’ =d,d°=(D). 

Überdies besteht für ganze Ideale |a) die Gleichung A? = N ja), wo N |a) die Anzahl 
der Restklassen mod |a) ist. 

Mit Hilfe dieser Begriffe lassen sich nun die in Frage stehenden Funktionen bei 
festem ganzen |a)<“% und natürlichem Q in folgender Weise definieren: 


. [uw | 


D .r Bair 
ES Sar zw. 
Pa 


u=o(aQd) 
eea 


1) B. Schoeneberg, Indefinite Quaternionen und Modulfunktionen, Math. Ann. 113 (1939). 
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Dabei wird die Summe über ein maximales System solcher « mit den angegebenen 
Bedingungen erstreckt, die sich nicht um eine Einheit », aus der Maximalordnung %' 
mit 97, = 1 (mod aQd) als linksseitigen Faktor unterscheiden. Diese Reihe konvergiert 
für $m (r) > 0. In dem konstanten Glied gilt wie auch weiterhin das obere Vorzeichen 
für definite, das untere für indefinite Quaternionen. ö, , ist 1, wenn go = 0 (a@d) ist, 
sonst 0. Der Bereich F,, ist der durch |n(£) | <1 definierte Teil eines linksseitigen 
Fundamentalbereiches der Einheitengruppe von ‘%’ im vierdimensionalen Raum der u,, 
wenn man als Darstellungsmodul die £, bei denen nicht nur rationale, sondern beliebige 
reelle u; zugelassen sind, zu Grunde legt. F, , ist als stetig berandeter Bereich wählbar. 
Das vierfache Integral ist das Residuum einer bestimmten Zetafunktion von %. Für 
= = wo w, die Anzahl der Einheiten n, = 1(a@b) 
aus $% ist. Im indefiniten Fall hängt der Wert «des Integrals mit dem Geschlecht des 
Fundamentalbereiches einer komplexen Substitutionsgruppe, die mit der Gruppe der n, 
isomorph ist, zusammen. Die Reihen (1) hängen bezüglich o und a nur von der Rest- 
klasse o mod aQd und der Idealklasse von a ab. Für o und oe mit einer Einheit ee} 
stimmen sie überein. Das Ideal a kann und soll in seiner Klasse als zu Od teilerfremd 


angenommen werden. Das Verhalten der durch (1) definierten Funktionen bei den er- 


zeugenden Substitutionen der inhomogenen Modulgruppe U(r) = +1, T(r) = -! 


definite Quaternionen ist sein Wert 


ist gegeben durch: 


. 00° 


Kr+1;0,0,0)=e 40 Y(1;0,a,0b), 


iu —1 BE. ui (10); 
o T 2) a, 0b) = Tan... " Öl, a, a, Qd). 

aca 
Daraus folgt, daß die d(r; o, a, Qd) mit festem a und Q bei beliebigen Modulsubstitutionen 
ar—+b 
cr+d 
Schließlich ergibt sich: Die #(r; o,a,Qd) sind ganze inhomogene Modulformen der 
Dimension — 2 und der Stufe OD. 

In der vorliegenden Arbeit sollen diejenigen Thetareihen untersucht werden, die 
Modulformen primzahliger Stufe q sind ($ 2). Zu solchen Stufen gehören nur die Reihen 
aus den Quaternionenschiefkörpern mit D= g, wenn Q = 1 gesetzt wird. Die lineare 
Schar dieser 9(r; o, a, d) mit festem a< $ wird in Teilscharen zerlegt, die sich bei Modul- 
substitutionen nach irreduziblen Darstellungen von M(g), der inhomogenen Modul- 
gruppe mod g, umsetzen. Man gelangt dabei zu bisher unbekannten Integranden 
1. Gattung des durch die Hauptkongruenzgruppe T'(g) bestimmten algebraischen Ge- 
bildes. Es wird dann noch ein Zusammenhang zwischen den Multiplizitäten, mit denen 
gewisse irreduzible Darstellungen von M(g) in der durch ein maximales System von 
linear unabhängigen Differentialen 1. Gattung vermittelten Darstellung S(g) von Mg) 
vorkommen, und den Klassenzahlen der Algebren der Grundzahl — g aufgezeigt. Dieser 
Zusammenhang ist eine rein rechnerische Tatsache, deren Bedeutung nur vermutet 
werden kann. 

Ferner leite ich für beliebige Quaternionenschiefkörper eine lineare Relation 
zwischen ihren ®-Reihen und den p-Teilwerten der Stufe D her ($ 3). Aus dieser ergibt 
sich die bekannte Formel für die Klassenzahl definiter Quaternionen 


bis auf den Faktor (cr + d)? eine lineare homogene Substitution erfahren. 
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in gewisser Weise als Analogon zur Dirichletschen Klassenzahlformel. Die Untersuchungen 
Heckes über die Kennzeichnung von Dirichlet-Reihen durch ihre Funktionalgleichung 


lassen sich auf unsere Funktionen anwenden und führen für die Funktionen Lo (3) bei 


den Quaternionen mit D = 2 und D = 3 zu eindeutigen Kennzeichnungen. Als Beispiele 
für die Ergebnisse von $ 2 führe ich die definiten Fälle D = 11 und D = 19 durch ($ 4). 


$ 2. Die Formen von Primzahlstufen. 


© sei eine definite Quaternionenalgebra und $<& eine Maximalordnung mit 
primzahligem D= q. Die Differente d ist Primideal in $ und d?= (g). Das Ideal | a) sei 
ein ganzes Rechtsideal aus % und in seiner Klasse so gewählt, daß (a, d) = 1 ist. Wir 
setzen jetzt R 


2n 
(3) Azo,ab)= Ze #, 
u=e (ab) 
oca 


lassen also in (1) die Einheitenbedingung fort. Das hat auf die Gültigkeit von (2) keinen 
Einfluß. 

Die von diesen Funktionen bei festem a aus einer festen Maximalordnung $% er- 
zeugte lineare Schar soll in irreduzible Teilscharen zerlegt werden. Der Restklassenring % 
mod d ist ein Körper. n€X% sei im Sinne der Kongruenz eine Primitivzahl mod d, erfüllt 
also wegen N(d) = g? die Kongruenz 


yFt= 4 (mod d). 
e = n9-! ist erzeugendes Element der Gruppe aller Restklassen « mod d mit 
aa’ =A(modg); e+t=1(modd). 


y(«) sei ein Gruppencharakter der von e erzeugten zyklischen Gruppe der Restklassen 
a, also y(a)'+!=1. Die Wertee=0 unde= Ay’ (v=1,..., 9 —1) repräsentieren alle 
mod ad verschiedenen Restklassen, die in a liegen. Um nun die aus den g? Funktionen (3) 
erzeugte lineare Schar in irreduzible Teilscharen zu zerlegen, bilden wir: 


q 
(4) O(7; o,a, y) = & y(e*) dr; oe", a,d). 
n=0 


Die lineare Schar der mit allen zulässigen o und allen y bei festem a gebildeten 
O(t; o, a, y) ist identisch mit der Schar der #(r; o, a, d).- Die Abhängigkeit der © vom 
zweiten und dritten Argument ist dieselbe wie bei den 9. Außerdem gelten die Relationen: 


(5) O(tT; 08”, a, y) = yle") O(t;o,a, y). 


Daraus folgt, daß die © immer dann identisch verschwinden, wenn der Charakter y 
für eine Einheit aus % einen Wert + 1 hat. Dagegen sind mindestens die O(1;1,%, y) 
für alle Maximalordnungen nicht identisch Null, wenn y für alle Einheiten aus $ gleich 1 
ist. Die Einheiten aus % bilden bekanntlich für qg >3 eine zyklische Gruppe der Ordnung 


2,4 oder 6 und sind, wie man leicht sieht, mod d inkongruent. Die Bedingung y = 1 
g+1 


für alle Einheiten ist also gleichbedeutend mit y“ =1, wo w die Anzahl der Einheiten 
in % ist. Außerdem folgt aus (5), daß es unter den © mit festem a und % höchstens q 
linear unabhängige gibt. Die zugehörigen Restklassen werden durch o = 0 und 9 = An’ 
(v=1,2,....9— 1) repräsentiert. Die Formen erfahren bei Anwendung von Modul- 
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substitutionen lineare homogene Substitutionen des Grades gqg. Denn wegen 
n(oe”) = n(o) (mod g) ist 


. 00’ 


2ri 
(6) 9t+1;0,a,y)=e “ O(t;o,a, y), 
und wegen (2) ist 
— \ Pe. ©. , is a’ ge" 
oem y)- "Even z et Ca) ar, 2, a,b) 

T q n=1 x mod ad 
; vo 
_—t 2nis (2) 

nn zZ e “ O(t; %,d, Yy). 
:q & mod ad 
aca 


Um festzustellen, was durch die Zerlegung (4) für die Reduktion in irreduzible 
Teilscharen erreicht ist, beachten wir, daß es an irreduziblen Darstellungen der inhomo- 
genen Modulargruppe M(g) außer der identischen Darstellung solche der Grade qg, g—1, 


qa+1, 1 + ° mit = (— ) gibt?2). Wenden wir uns zunächst den O(r;o,a, y,) mit 


yo = 1 zu! Diese sind alle nicht identisch Null, und wir haben in den g mit dem Haupt- 
charakter gebildeten Funktionen 


(8) 9(1;0, a, Yo); Ol; An’, a, Yo) (= S, 2,.:499—1) 


Modulformen, die sich nach der (abgesehen von äquivalenten) einzigen irreduziblen 
Darstellung &, des Grades qg umsetzen. Denn die identische Darstellung ist in der durch 
(8) vermittelten Darstellung nicht enthalten. Die Formen verschwinden nicht in allen 
Spitzen, sind also Integranden 3. Gattung. 

Die Reihen ©&(7;0,a, y,) oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Reihen 
d(1T;0,a,d) gehören schon zur Gruppe 7',(g), d.h. zur Gruppe der Modulsubstitutionen 
ar +b 
cr +d 
Operators 7,°). 

Herr Eichler hat die Anzahl k der Rechtsklassen in % berechnet*). Wie Hecke 
bemerkt hat, besteht die Beziehung 


h=1-+ pv(q), 


wo p,(g) das topologische Geschlecht der Gruppe 7’,(g) ist. Wenn die Heckesche Vermu- 
tung, daß die zu diesen Klassen gehörigen #(7;0,a,d) linear unabhängig sind, richtig 
ist, hat man in diesen Reihen nicht nur alle ganzen Modulformen der Dimensionen — 2 
zu /’',(g), sondern die Systeme (8) liefern, wenn a alle Klassen durchläuft, ein maximales 
System solcher linear unabhängigen Scharen von Integranden 1. und 3. Gattung, die 
sich nach der irreduziblen Darstellung ©, umsetzen. 

Ist dagegen y nicht der Hauptcharakter, so ist die erste Funktion in (8), wenn 
man dort y, durch % ersetzt, identisch Null. Die übrigen Funktionen 


(9) O(t; Anr, a, Yy), y + Yo (= 1, 2, Ho), 


setzen sich also, wenn sie alle nicht identisch verschwinden und daher wegen ihres Ver- 
haltens bei der Substitution U(r) = r-+ 1 linear unabhängig sind, nach einer Dar- 


mit c=0 (mod g). Sie bilden ein wichtiges Anwendungsgebiet des Heckeschen 


2) Siehe etwa E. Hecke, Über ein Fundamentalproblem aus der Theorie der elliptischen Modulfunktionen, Abh. 
Math. Sem. Hamburg 6 (1928). 

®) E. Hecke, Analytische Arithmetik der positiven quadratischen Formen, D. Kgl. Danske Vidensk. Selsk. 
Math.-phys. Medd. XVII, 12 (1940). 

4) M. Eichler, Über die Idealklassenzahl total definiter Quaternionenalgebren, Math. Zeitschr. 43 (1938). 
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stellung des Grades g — 1 um. Wir nehmen zunächst an, daß die Reihen (9) nicht identise! 
Null sind, und wollen die Darstellung, nach der sie sich umsetzen, bestimmen. Dazı: 
ziehen wir ihr Verhalten bei den Substitutionen 


Us T(r) Br ee 


heran. Denn unter diesen Modulsubstitutionen befinden sich Repräsentanten aller Klasse: 
mod g mit einer Spur == +2(mod g), und daher sind alle Klassen der Ordnung 1 5 

unter ihnen vertreten. Die Charaktere dieser Klassen für die durch (9) gelieferten Daı 
stellung ergeben gerade die Möglichkeit, die verschiedenen (nicht notwendig irreduziblen) 
Darstellungen des Grades q — 1 zu unterscheiden. Nach (5), (6), (7) gilt für die Reihen (9): 


o(” = =. An, a, v) 


(10) — 7? Baia Alnı')? Onis au nA: j 
= e a Z e " ple””) Or; An’',a, y). 
q aH=l,..,@+1 
u=1l,..,9-1 


Also ist der Charakter des Grades g— 1 


%-ı(U"T) u = 5 vyle”) ge tan?+ 2 (aan?) 
“=l,..,.@+1 
1 A=1,...,9-1 
(11) a = ren 
= — zyle) ZU DE, 
I x=0 def 
Hier ist die innere Summe über / 
3= [| —1, wenn a =$#— s(e’”) (mod g), 
” |9g—1, wenn a=—.s(e’”) (mod g). 


Wenn a # — s(e’*) (mod g) für alle x ist, liegt ein Element der Ordnung 1 5 vor, und 


der Charakter ist D. Ist a = — s(e’*:) für geeignetes x,, so haben wir ein Element der 


Ordnung a und der Charakter ist dann 
(12) %a-ı(U"T) = — yle”) — yle”). 


Daraus folgt: Wenn alle g— 1 Reihen bei festem a und % nicht identisch verschwinden, 
so setzen sie sich bei Modulsubstitutionen um nach der irreduziblen Darstellung © ,, 
deren Charakter durch (12) bestimmt ist, wenn y(e) # +1. Im Falle y(e) = —1, 
url 
der mit y(e)” =1 nur bei g=3 (mod 4) vorkommt, setzen sie sich um nach der 
Darstellung ©; , + ®,_,, wo ®, , und ©,_, die beiden nicht äquivalenten irreduziblen 
3, B- B % 


Darstellungen des Grades 1 - sind. Wenn ein Teil der Reihen (9) identisch verschwindet, 


_ 


aber mindestens ein O(r; An”, a, y) # 0 ist, so sind gleichzeitig alle 1 9 verschiedenen 


O(1; An’,a, y) mit » = », (mod 2) nicht identisch Null. Denn diese entstehen bis auf 
einen konstanten Faktor aus O(r; An”, a, y) durch Anwendung der Potenzen von 


R= (0 =. (mod g), 
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wo t Primitivwurzel mod q ist, weil 
aıı 2a na nn 
R"U = U” R“(modg) und J = —1 
9 


ist. Sollten die übrigen Reihen identisch Null sein, so müßten sich die eben genannten 
Reihen bei Modulsubstitutionen untereinander umsetzen, was nur bei y(e) = —1 
möglich und auch der Fall ist. Denn sonst stellen die Ausdrücke (11), wo A nur die geraden 
oder nur die ungeraden Restklassen mod g—1 durchläuft, keinen Charakter dar. Wir 
haben damit folgendes Ergebnis: 


Wenn y(e) # + 1 ist in (9) und eine Reihe nicht identisch verschwindet, so ver- 
schwinden sie alle nicht identisch, sind linear unabhängig und stellen Integranden 
l. Gattung dar, die sich nach der irreduziblen Darstellung s% , umsetzen, deren Charaktere 
g+1 

2 


für die Elemente der Ordnung mit der Einheitswurzel y(e) gebildet sind. Ist 


dagegen y(z) = —1(q= 3 (mod 4)), so liefern diese Reihen auch Integranden 1. Gattung. 
Diese setzen sich bei Modulsubstitutionen nach der Darstellung ©) , + &,_, um, wenn 
2 2 
sie alle nicht identisch verschwinden, nach einer irreduziblen Darstellung des Grades 
g—1 
2 
identisch Null. 


‚ wenn einige, aber nicht alle identisch verschwinden, oder aber sie sind alle 


g+1 

Da die O(1T; 7?,%, y) #0 sind, wenn y(e) ” — 1 ist (w — Anzahl der Einheiten 

in X), haben wir zu jeder irreduziblen Darstellung des Grades qg — 1, deren Charakter für 
die Elemente der Ordnung 1 H mit diesem y gebildet ist, nicht identisch verschwindende 
Integranden 1. Gattung. Für die Maximalordnungen mit w = 2, die für g >41 immer 
vorhanden sind, treten also alle irreduziblen 6), auf. Für y(e) = —1 sind die 

—i u 

At; n”,%,y) E0 |r=1,..., 1 9 und führen zu der Darstellung &,/ , des Grades 
17, für die 
9, für die 


g-1 


Kq- (U) er P2 > 
2 n-1 


ist und zu der bekanntlich auch die Reihen aus dem imaginär-quadratischen Körper 
P(y— q) gehören. 
Vielleicht erhält man durch (8) und (9) alle Scharen von Integranden 1. Gattung, 


die sich nach einer irreduziblen Darstellung der Grade g, g—1, 1 ni umsetzen. Die für 
größere g vorhandenen Systeme von Integranden 1. Gattung, die sich nach einer irre- 
duziblen Darstellung des Grades qg + 1 und bei g=1 (mod 4) nach einer irreduziblen 
g+1 
2 
Es soll noch eine Gleichung von der Art der schon erwähnten k = 1 + p,(g) an- 
gegeben werden. Hecke?) hat die Multiplizitäten ausgerechnet, mit denen eine irreduzible 
Darstellung von M(g) in der durch ein maximales System von Integranden 1. Gattung 
der Stufe q erzeugten Substitutionsgruppe vorkommt. Er erhält dabei für die Multi- 


Darstellung des Grades umsetzen, erhält man jedenfalls auf diese Weise nicht. 


5) Siehe die in Fußnote ?) genannte Abhandlung von Hecke. 
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plizitäten v, derjenigen ®,-,, deren Charaktere für die Elemente der Ordnung 1 = mit 


einer primitiven t-ten Einheitswurzel ( 4 T - gebildet sind, einen Ausdruck, der leich! 


in eine Beziehung zu den Quaternionen gebracht werden kann, wenn man ein Ergebnis 
von Herrn Eichler heranzieht. Bilden nämlich die a; (ü=1,...,h) ein vollständiges 
Vertretersystem von Rechtsklassen der Maximalordnung % mit der Grundzahl —g uni 
sind $%; die zugehörigen Linksordnungen, so ist die Anzahl der %; mit w = 2 


u ee) 


| 
ui 12 4 6 s 
die Anzahl der %; mit w=4 
I (— ') 
h,= 1 
R 2 
und die Anzahl der %; mit w = 6 
ac 
=." 


Setzt man diese Werte in die Heckesche Gleichung für v, ein, so erhält man 


(13) v=htYys+tYs (t # 1,2) 


g+1 
SEN 21 
mit wet 2)" und „= 1, wenn gm — 1 mod 3) und 3 1 = 0 (med) int, 


und y3; = 0 in den übrigen Fällen. Es ist also y,; = 1 dann und nur dann, wenn es ein 
%: mit w = 4 gibt und { Be. und y3 = 1, wenn es ein %; mit w = 6 gibt und t er. 


Für die Gesamt-Multiplizität Y der beiden irreduziblen Darstellungen des Grades 


: 


9 ß ergibt sich 


Y=h+t1+ 


$ 3. Lineare Relationen zwischen ®-Reihen und p-Teilwerten. 
Kennzeichnung durch Funktionalgleichung. 


Wir leiten jetzt eine lineare Relation zwischen den Reihen #(7; 0, a, d) einer festen 
Maximalordnung mit beliebigem D und den p-Teilwerten bzw. Eisensteinschen Reihen 
der Stufe D und der Dimension — 2 her. Im Falle binärer Reihen ist die analoge Relation 
zwischen d-Reihen imaginär-quadratischen Zahlkörper und den Teilwerten der Weierstraß- 
schen £-Funktion bzw. Eisensteinschen Reihen der Dimension — 1 bekannt und führt 
auf die Dirichletsche Klassenzahlformel. 


Wir setzen für definite Quaternionen 


(14) dtza)= Hr;0,ad,d)= Ze *. 


u=0(a) 
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Dann folgt aus der Darstellung der Zetafunktion der Quaternionen durch die Riemannsche 
Zetafunktion 


1 1 
15 t,(s) = — {nl20) Zus) M (t— 2.) 
( ) o( ) = N |a)* r( ) r( LER p%* 1 
die Gleichung 
| 1 2 a4 
(16) At) = EZ — dt; |a,)) = 2 — + din)". 
o-1 We o-1 W m-1 
Die Summe erstreckt sich über alle Rechtsklassen von %. Ferner ist w, die Anzahl der 
sinheiten aus der Linksordnung zu a, und d(n)= 5 d. Nun ist bekanntlich für 
dın,d>0 
natürliches N rd de 
A] N—i 2 2rirn 
(17) E,(1;N) = + 3 d,(n) e“” 
2 m 
mit d,(n) = 5 d eine ganze Modulform der Dimension —2 und der Stufe N, die 
din,d>0 
dzU(N) 


sich linear durch g-Teilwerte ausdrücken läßt ®). ©(r) läßt sich also mit Hilfe der Möbius- 
schen Funktion in folgender Weise schreiben: 
(18) A)=— 2 nW)Eıt;)). 
tD,t>0 
Damit haben wir die behauptete Relation erhalten. Der Vergleich der konstanten Glieder 
führt in Analogie zur Dirichletschen Klassenzahlformel zu 
1 i—1 1 


h 
(19) Z—_=— 2 


m, 
tl) = 9; —1), 
u Fi Fe Seele 


wo p; die r verschiedenen positiven Primteiler von D durchläuft. 
Im indefiniten Fall ist die Klassenzahl 1, und dann gilt für die Funktion 


—D CR 
91; %}) - SS fee +r errirlun |, 
°F, u 


wo F, der Teil |n(&£) | < 1 des linksseitigen Fundamentalbereichs der Einheitengruppe 
in % ist und die Summe über ein maximales System von nicht links assoziierten we}, 
u # 0, zu erstrecken ist, die Gleichung 
(20) Hr; 3)=— 3 ul) Eılt; 0). 
tD,t>0 


Der Vergleich der konstanten Glieder liefert für F, die Gleichung 


SL Su änn 


. e h ’ : ci 
Es sei noch darauf hingewiesen, daß auch die Funktionen £, | 


2 
Dirichlet-Reihen sind. Sie sind in jedem festen Streifen ß, <R(s) = o < ß, gleichmäßig 
in o von endlichen Größenordnung in bezug auf die Ordinate und genügen der Funktional- 
gleichung 


(21) R(s) = — (— 1’ RR —s), 


gewöhnliche 


®) E. Hecke, Theorie der Eisensteinschen Reihen höherer Stufe und ihre Anwendung auf Funktionentheorie 
und Arithmetik, Abh. Math. Sem. Hamburg 5 (1927). 
12 * 
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wo 
(22) R(s) - z| 5) Ps) ( ar |“ 
Ä VD 
ist und z die Anzahl der positiven rationalen Primteiler von D angibt. Die Funktionen 
| 5) sind also in der Heckeschen Bezeichnung von der Signatur {| VD , 2, — (— 1} °) 


und in den definiten Fällen D=2 und D=3 bis auf einen konstanten Faktor durch 
die Entwickelbarkeit in eine gewöhnliche Dirichlet-Reihe, die genannte Größenordnung 
und die Funktionalgleichung bestimmt. 


$ 4. Numerische Beispiele. 


Es sollen jetzt die Reihen aus den definiten Systemen mit den Grundzahlen — 11 
und — 19 so weit untersucht werden, wie es die bisher erhaltenen allgemeinen Ergebnisse 
ermöglichen. 

Im Falle D= 11 ist die Anzahl der Rechtsklassen gleich 2. Wegen (19) gibt es 
eine Maximalordnung {%, mit der Anzahl der Einheiten w, — 4 und eine zweite, %,, mit 
1, — 6. Ein maximales System von ganzen Modulformen der Dimension — 2 zur Haupt- 
kongruenzgruppe /’(11) wird gebildet von der Schar der g-Teilwerte, die sich bei der 
vollen Modulgruppe nach der Darstellung 


Pl) Fr 1 +22 512 
umsetzt, und der Schar der Integranden 1. Gattung, zu der die Darstellung 


SUN) = 6 + 6,8) + Gi 
gehört ®). 


Die beiden mit y = y, nach (8) gebildeten irreduziblen Systeme 
(23) At; 0, I Yo); o(t; 7”, Sur Yo) (v ar 1, Be 10, al 1, 2) 


enthalten lauter linear unabhängige Funktionen. Das folgt aus der Irreduzibilität der 
Darstellungen und der linearen Unabhängigkeit der beiden mit der Restklasse 0 gebildeten 
Reihen. Diese beiden Reihen sind linear unabhängig, weil sie im konstanten Glied über- 
einstimmen, aber wegen w, + w, nicht im Koeffizienten von e?”'*, Also ist die Differenz 
der bis auf einen konstanten Faktor einzige Integrand 1. Gattung zu /',(11), und die 
beiden Scharen (23) enthalten ein System von Integranden 1. Gattung, zu dem die 
irrcduzible &,, gehört, und ein zweites System, das so gewählt werden kann, daß es 
mit der irreduziblen Teilschar vom Grade 11 der linearen Schar der @-Teilwerte über- 
einstimmt. 


Die Reihen (23) sind auch durch die Produkte zweier d-Funktionen 


._ uw 
Zrir —— 
1 


(24) I; Y-M)=- ze " 
k n e(y-11) 


aus dem Zahlkörper P(Y—11) zu erhalten. 


?) E. Hecke, Über die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch ihre Funktionalgleichung, Math. Ann. 112 (1936) 


8) In &,0(3) soll die 3 bedeuten, daß der Charakter für die Elemente der Ordnung g 5 Es 6 mit einer‘primi- 


tiven dritten Einheitswurzel gebildet ist. Entsprechendes gilt nachher bei D = 19. 
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Bilden wir in %, die Reihen 


Fr Biz: „er & ; i 
(25) Alt; 7”, a1; y) (v 1, ee 10; Y + Yo), 
so verschwinden diese dann und nur dann nicht identisch, wenn „? = 1, also 
iR... ee 
v(e)=e ° ist. Die beiden Systeme zu y(e)=e * sind identisch und gehören zu 


der Darstellung &,,(3). Sie sind, wie man sich leicht überzeugt, nicht in der durch die 
Produkte zweier Reihen (24) erzeugten linearen Schar enthalten. 

In $ kommt wegen w, = 1 nur das System O(1T; 7’, Fs, y) mit y(e) = —1 in 
Betracht. Die Reihen mit »= 0(2) gehören zu ®. Sie sind bekanntlich auch durch die 
Funktionen 


d.(1; 0, (1), Y— 11) Z2 m " 
n=e(V 1:) 
linear darstellbar. Das bedeutet einen Zusammenhang zwischen quadratischen Formen 
verschiedener Variablenanzahlen. Die Reihen mit » = 1(2) verschwinden identisch. 
Denn &,; kommt in S(11) nicht vor. 
Die Systeme, die man erhält, wenn man ‘%, durch die zweite in }, enthaltene 
Rechtsklasse ersetzt, sind in den bisher aufgestellten enthalten. 
Für D=19ist h=2. Es existieren dann die Maximalordnungen $, mit w, = 2 
und %, mit w, = 4. Hier ist 
PB) = 6, +28 6%, 
(Ü) 
3 2 2 
SU) - 6; +6, +FGB+2EONG) + FOR). 
I-1 I-1 i-1 
Für die mit dem Hauptcharakter gebildeten Reihen bestehen die dem Fall D = 11 ent- 
sprechenden Beziehungen. 


In %, gibt es dann noch die Reihen 


Olı; 9,3, 9), v=l::,4185 pe)=e* ‚„e=1,2,23,4. 


Zu oe = 1,3 gehören die beiden Darstellungen &%(10), != 1,2, und zuo= 2,4 die 
Darstellungen 605), 2= 1,2. Diese Scharen sind nicht identisch Null, und da- sie 
sich nach inäquivalenten Darstellungen umsetzen, linear unabhängig. Die Scharen zu 
+ o sind identisch. 

y(e) = — 1 führt zu ©. Die Reihen mit » - 1 (mod 2) verschwinden dann identisch. 

Von den überhaupt zu erwartenden Scharen fehlen noch zwei, die zu &%(5), 1 = 1,2, 
gehören. Diese hat man unter den weiteren noch in %, und %, möglichen Reihen zu 
suchen. Dazu ist es erforderlich, die ersten Koeffizienten der Reihen numerisch zu be- 
rechnen. Die Integranden 1. Gattung zu &Q)(9) treten nicht auf. 


Eingegangen 12. Dezember 1952, 





Tauberian relations among partial sums, Riesz transforms. 
and Abel transforms of series. 


By Ralph Palmer Agnew, Ithaca (N. Y). 





1. Introduetion. Originating with a paper of Hadwiger [14], several recent in- 
vestigations have dealt with phases of Tauberian problems which open up a fertile field 
of research. It is the object of this paper to give a systematic introduction to the subject. 
We shall formulate numerous problems, some of which have been solved only very recently 
in the simplest special cases. Some problems, which may seem superficially to be very 
similar, turn out to be of entirely different orders of diffieulty. We shall point out the 
extents to which several problems have been previously solved, are solved in this paper, 
and are left unsolved. The bibliography contains, in addition to Agnew [1], Cooke [10], 
Hardy [17] and Knopp [20] which are eited for accessory materials, references to all of 
the works on the subject that have come to the attention of the author. 

The author wishes to thank the editors for their kind suggestion that the version 
of this paper originally presented should be expanded to provide more complete orien- 
tation for those who wish to work in this field. The writing of this second version has pro- 
vided the opportunity to include results that have been obtained since the first version 
was written. 

2. Prelim'nary ideas. Let 7* be the class of series Zu, with complex terms having 
partial sums = w+ u, ++ u, and satisfying a Tauberian condition 7 appro- 
priate for a given transformation 


(2.1) ol) = bill) m 
k=0 
or 
(2.2) ol) = Zaylt) sı. 
k=0 


The meaning of the word appropriate is specified in section 3. Comprehensive treatments 
of these transformations are given in Agnew [1], Cooke [10], Hardy [17] and Knopp [20]. 
In many applications, the transformations in (2.1) and (2.2) define methods for eva- 
luation of series that are regular in the sense that if the series Zu, converges to s, then 
the series for o(t) converges for each tin a set having a limit point i, and defines a function 
o(t) such that o(t) —s as t—t, over the set; but we do not need to assume regularity. 
It is the traditional service of the Tauberian condition 7 to enter theorems to the effect 
that if Fu, belongs to the class 7* and if Fu, is evaluable to s by the given transfor- 
mation, then Zu, must be convergent to s. 
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For the case of the Abel transformation, Hadwiger [14] obtained a formula which 
exhibits another service of T. Let 


(2. 3) o(t) = 5 tu, 0<t<i 
k=0 
and let 7 be the condition lim sup | nu, |<. If Zu, belongs to T* and 
1 1 
: ne a A au 

(2. 31) 4 z Shn<i 33 
then 

(2. 32) lim sup | o(t.) — s„ | < H, lim sup | nu, | 


where H, is a constant with value approximately 1.0160. To put matters roughly, this 
shows that, even though the sequence s, and the Abel transform o(t) may be divergent 
and perhaps unbounded, we can take a fixed large n and then select a t near 1 such that 
o(t) lies within a specified distance from s„; and, conversely, we can take a fixed i near 1 
and then select a large n such that s, lies within a specified distance from o(t). The question 
whether the constant H, in (2. 32) could be reduced below 1.0160 with use of a sequence i, 
satisfying (2.31) or perhaps with use of a more shrewdly selected sequence i„, was not 
answered by Hadwiger [14], but he did show that 7, cannot be reduced below 0.4858. 


The problem actually proposed by Hadwiger was concerned with limit points. 
A complex number z is a limit point of the sequence s, of partial sums of Zu, if there is 
a sequence n,, N, ... Of integers such that n, — oo and s(n,) —z. Here and elsewhere, 
we write s(j) for s; when j is a symbol involving subscripts. A complex number £ is a 
limit point of the transform o(t) of Zu, if there is a sequence t,,t,,... such that u —i, 
and o(t„) —{. For the case of the Abel transformation applied to series Zu, for which 
lim sup |nu, | < ©o, Hadwiger [14] proved that there is a least constant H, with the 
following property. To each limit point z of s, corresponds at least one limit point £ of 
o(t) such that 


(2. 33) |ö—z| = HA, lim sup |nu, |, 


and to each limit point £ of o(t) corresponds at least one limit point z of s, such that 
(2.33) holds. Hadwiger showed that 0.4858 < H, < 1.0160. 


3. Formulations of problems. The results of Hadwiger [14] provide partial moti- 
vation for the formulation of eight of the problems referred to in the introduction. Further 
motivation comes from a knowledge of results obtained by investigations of the arithmetie 
mean and Abel transformations to which we shall refer later. The first three problems are, 
roughly speaking, concerned with the problem of taking a fixed large n and then finding 
a value of t for which o(t) is near s,. The next three problems are similarly concerned with 
the problem of taking a fixed i near i, and then finding an integer n = n(t) for which s, 
is near o(t). The last two problems are problems requiring that a given limit point z of s, 
(or limit point Z of o(t)) be approximated by a limit point Z of o(t) (or limit point z of s,). 
That the last two problems may really be different is indicated by the fact that each 
squirrel may be near his nearest tree while some trees are remote from their nearest 
squirrels. Some of these problems, and some of the theorems in later sections, are deli- 
berately phrased in rather awkward ways in order to make it easy to see how they differ 
from superficially similar problems and theorems. 
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Problem 3. 1. For a prescribed sequence t,, tz, ... such that t„ — 1,, find the best estimate o/ 


(3. 11) lim sup |o(t,) — sn | 


that is valid for each series Zu, in T*. 


Problem 3. 2. Find the best estimate of (3. 11) that is valid for each series Zu, in T* 
when the sequence t,, tz,... is an optimal one that can be selected under the requirement tha! 
its elements be independent of the terms of the particular series Zu, involved in (3. 11). As u 
part of the solution of this problem, it is desirable that an explieit determination of at leası 
one optimal sequence t,,tz,... be found. 


Problem 3. 3. Find the best estimaie of (3. 11) that is valid for each series Zu, in T*, 
when the sequence t,, 1a, I3,.... is allowed to depend upon the terms of the particular series Zu, 
involved in (3. 11). 


Problem 3. 4. For a prescribed function n(t) such that n(t) oo as t—t, find the 
best estimate of 


(3. 41) lim sup | o{t) —s, u | 


= 
that is valid for each series Zu, in T*. 


Problem 3. 5. Find the best estimate of (3. 41) that is valid for each series Zu, in T* 
when the function n(t) is an optimal one that can be selected under the requirement that its 
values be independent of the terms of the particular series Zu, involved in (3. 41). As a part 
of the solution of this problem, üt is desirable that an explicit determination of at least one 
optimal function n(t) be found. 


Problem 3. 6. Find the best estimate of (3.41) that is valid for each series Zu, in T* 
when the function n(t) is allowed to depend upon the terms of the particular series Zu, in- 
volved in (3. 41). 

Problem 3. 7. Determine the best (that is, least) right member H, of 

(3. 71) i—z|=sA, 


such that, whenever a limit point z of the sequence s,„ of partial sums of a series Zu, in T* 
is given, there exists at least one limit point of o(t) for which (3. 71) holds. 


Pıoblem 3. 8. Determinc the best (that is, least) right member H, of 
(3. 81) E—z|=sH, 


such that, whenever a limit point £ of the transform o(t) of a series Zu, in T* is given, there 
exists at least one limit point z of s„ for which (3. 81) holds. 

Many variants of these problems are of interest. For example, we can confine 
attention to series having bounded partial sums by the simple device of replacing 7* 
by T** where 7** is the class of series £u,„ that lie in 7* and have bounded partial 
sums. Each of tkie problems formulated above involves the behavior of | o(t) — s, |, and 
each can easily be reformulated as a problem involving the behavior of |o,(t) — o;,(u) | 
where c,(t) and o,(u) are two transforms of the type given in (2. 1) and (2. 2). 

We can now specify the meäning of the word appropriate in tl.e first sentence of 
section 2. A Tauberian condition 7 is too weak if all of the best estimates of (3. 11) and 
(3. 41) turn out to be + oo and is too strong if all of the best estimates turn out to be 
zero; otherwise 7 is appropriate. 
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The fact that the subject now being developed is young and largely unexplored is 
clearly indicated by the fact that practically all of the work done on the subject has been 
vonfined to problems of the simplest types, namely Problems 3.1 and 3.4. By far the 
most extensive single publication on the subject is the paper of Delange [12] where 
Problem 3.1 is solved for elaborate classes of transformations and with more general 
Tauberian conditions than the classie condition lim sup |ru, | < oo which we use in this 
paper. The only other papers treating more or less general classes of transformations are 
Agnew [4], Delange [11] (which is a summary of Delange [12]), and Rajagopal [22], [23], 
[24], [25]. Of these, [4] makes the most serious effort to enlarge the class of problems 
attacked. Papers dealing with the Abel transformation are Agnew [2], [3], [7], [8], [9], 
Hadwiger [14], [15], [16], Hartman [18], Karamata [19], Pennington [21], Rajagopal 
[22], and Wintner [26]. Of these [19] and [21] treat unilateral Tauberian conditions. 
While some of the other papers have casual applications to the arithmetic mean trans- 
formation, the only ones treating it extensively are Agnew [5], [6], and Garten [13]. 
Paper [13] solves Problems 3.1 and 3.4 for the Cesaro transformation C, of positive 
integer order r for the Tauberian conditions 


|nu„ |<K and |n-! Sku,|<K. 
k=-0 


Papers [5] and [6] treat C', only and attack broader classes of problems. 

We conclude this general discussion of problems with the didactie observation that 
one should not try to obtain solutions of Problem 3. 2 by using solutions of Problem 3. 1 
for inadequately small classes of given sequences. This matter (which has, without 
ceritieisms in reviewing journals, been overlooked by more than one author) may be 
illustrated as follows. Let f(x, y) be a given function continuous over 2, y> 0, and 
suppose we wish to find the minimum „ attained by 

(3. 9) lim sup f(x, y(x)) 


for functions y(x) such that y(x) — oo as 2 — oo. It is not sufficient to calculate the 
funetion g(m) defined for m> 0 by 
(3. 91) lim sup f(x, mx) = g(m) 

and then find the minimum of g(m). An example which one could expect to find in a 
textbook is the function f(x, y) for which f(x, y) = 1 when y? = x? and 

1 (2? — y? — 1)? 
1+ (2? — y—1) mr (2? — pP)? T 
when 4? + x?. For this example we attain 4 = 0 by taking y(z) = (2? — 1)", but 
g(m) = A for each m > 0. Of course consideration of this matter is not required in papers 
such as Delange [12] where it is the sole object of the paper to calculate g(m) and no 
further problems are contemplated. 


3.2) a y)=1— 


4. Arithmetie means M,; intuitive basis. The arithmetic mean transform (or trans- 
form by the Cesäro or Riesz method of order 1) of the sequence s, of partial sums of a 
series Zu, is 
Htsit'+m 
| en 1 er \5 SR 
(4. 01) M ; n=0,1 


(4. 02) M= 2(1— m ) 


n-+i1 


k=0 
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From (4. 01) it is intuitively clear that if s„ converges to s so that, to put matters roughly, 
s„ is near s for all large values of n, then M,„ must be near s, and s for all large values 
of nand M,„ must converge to s. It is likewise intuitively quite clear that if, as n increases, 
s„ Jumps around sufficiently slowly in the complex plane, then many of the terms toward 
the end of those in the sum (s, + s; + + s„) will be near s, so that M,„ must tend to 
be near s,; in such cases, M„ must tend to follow s,. These ideas (and similar ideas con- 
cerning unilateral and other restrietions, on movement of s,, which do not concern us 
here) give an intuitive basis for classic Tauberian therems which state that if u, (or s,„) 
satisfies an appropriate Tauberian condition 7, then divergence of s, will imply divergence 
of M,„ or, as is usually stated, convergence of M,„ will imply convergence of s,. Our interest 
here is not in proving Tauberian theorems of classic type, but rather in studying the 
manner in which M, follows s„ when s, is the sequence of partial sums of a series Zu, 
satisfying the Tauberian condition nu„ = O(1). 

It is intuitively elear from (4. 01) that if s, is to behave, as n starts with a partieular 
value n, and increases, in such a way as to bring maximum separation of M,„ and s,, 
then s, should proceed as rapidly as the Tauberian condition permits in one fixed direction 
in the complex plane. As s, proceeds in this way, M„ would follow s, but would lag behind 
s„ and it is reasonable to expect that there is an index p,„, substantially less than n, such 
that M,„ is substantially nearer to s(p,) than to s„. This provides an intuitive basis for 
feeling it to be reasonable that the coefficient log 2 = 0.69315 of lim sup | nu, | in (4. 12) 
below should be less than the coefficient 1 in (4. 11). If Yu, is a series for which 
lim sup | nu, |< ©, then 

(4. 11) lim sup | M„— s, | < lim sup | nu, | 


and 


(4. 12) lim sup | M)— sy) | S (log 2) lim sup | nu, |. 


That (4. 11) and (4. 12) hold, and that {he coefficients 1 and log 2 are the best possible, 
are among the results we shall obtain. 

The result in (4. 11) is of course obtained very easily from the simple Kronecker 
formula 


(4. 2) a Me 


N n 
n +1 zur 
which follows immediately ficm (4. 02). 

An understanding of some problems and theorems is enhanced by consideration of 
two special problems. Suppose we wish to construct the sequence s, of partial sums of a 
series Zu, of complex terms which (i) satisfies a given Tauberian condition T', (ii) has 
$„ = 0 for an infinite set of values of n, and (iii) has the point z = 0 remote from the 
nearest point of the sequence M,, M,, M,,... of arithmetic means. It is intuitively quite 
clear that the following is a reasonable way to try to construct the sequence. Let z, be a 
complex number remote from z = 0, and in a direction from z = 0 which may perhaps 
depend upon the nature of T. Then let s, = z, over some long range O0 <n <N, to 
build up a concentration of points at z,. Then as n increases from N, let s„ proceed, as 
rapidly as the Tauberian condition permits, directly to z=0 so that s(\,) = 0. The 
arıthmetic means M,„ will then have been pulled toward z = 0, and the proper way to 
keep the points M,„ at greatest distances from z = 0 is to make s, go, again as rapidly 
as the Tauberian condition permits, directly back to z, so that s(N,) = z,. A tentative 
solution of the problem is obtained by repetition of this procedure. More complicated 
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tentative solutions are obtained by making s, go from z, to 0 to z, as above, and then 
letting s„ go to a new point z, remote from 0 before making the trip to O0 and back to z,, 
and so on. A possible service of more complicated solutions is to destroy primitive ideas 
that there may be essential uniqueness in nearly optimal sequences s,. 

The second special problem requires the construction of the sequence s, of partial 
sums of a series Zu, of complex terms which (i) satisfies a given Tauberian condition T, 
(ii) has M„ = 0 for an infinite set of values of n (or at least has lim inf | M,„ | = 0), and 
(iii) has z = 0 remote from the nearest point of the sequence s,, $1, - - -, $„ of partial sums. 
This probleın is much more diffieult. A little experimentation and thought suggest that 
the simplest way to obtain a tentative solution is to select a suitable oval € enclosing 
z= 0, and then make s, lie on C and run around C as rapidly as the Tauberian condition 
permits. 

5. An example in which s, is inereasing. It is instructive to discover relationships 
involving s, and its transforms when s, is real and increases as rapidly as is permitted by 
the condition | nu, | <h. Let w=0 and u„„=h/n whenn=1,2,3,.... Then s, = 0 
and, when n > 0, 

n 

(5.1) s=hz ; —hty+ logn) 
where, as n — 00, 91 — y = 0.57721 - - - = Euler’s constant. For the arithmetic mean 
transform we find that M, = 0 and, when n > 0 


5.2) M 


Z1gk=oll) +hy+ ihllin + V}logn!. 
k=1 


h - h 
ar trnr 


“. 
Using Stirling’s formula gives 

(5. 21) M„= o(1) + h{y—1-+logn}. 
Therefore, where e,,—>0 asn,p—®, 

(5. 22) "M„—s, = fe, , + log (n/p) — 1} h 
and hence 


(5. 23) M„—s,= {e,, + log (n/p) — 1} lim sup | nu, |. 


For large values of n and p, the quantity in braces depends essentially only on the quotient 
n/p. Letting A denote a positive parameter, we can put p = [An] in (5. 23) to obtain 

(5. 3) lim | M, — sin, | = |log 2" — 1 | lim sup | nu, |, 
and we can put n = [A -!p] in (5. 23) _to obtain 

(5. 31) lim | M 


a | = |log A" — 1 im sup |ru, |. 


When A = e-! = 0.367879, and only when A has this value, the right members of (5. 3) 
and (5. 31) are zero and we have 


(5. 4) lim | M,— Siaı |=0, lim |M s.|=0. 


u 
This shows that for one series, and suggests that for other series, we can obtain good 
estimates of 


(5. 41) lim sup | M„— s(p.) | and lim sup | M(g.) — sn | 


no n—x» 
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by setting p„n = [An] and q„ = [A -!n], and that one value of A may be better than 
another. While we are very far from solutions of the problems in section 3, we are obtaining 
preliminary information. Going back to (5.23) we can see that if p,, P,, . - . Is a sequence 
of positive integers such that 


(5. 5) lim sup | M„— s(p.) | < K lim sup | nu, | 


n—» n— © 


for every series Zu, for which the right member is finite, then we must have 


(5. 51) lim sup | log (n/p.) —1 |< K 


and hence 

(5. 52) e!-K <]iminf " < lim sup I <ei-K 

n—xm» n n—x» n 

Thus we see that if p, is a sequence for which good estimates of lim sup | M„ — s(p.) 
are obtainable, then lim inf n/p, must be positive and not too near zero, and lim sup n/p, 
must be finite and not too large. The same restrietions apply to sequences q„ for which 
good estimates of lim sup | M (q.) — s„ | are obtainable. 

Giving fewer details, we now relate the Abel transform o(t) to the partial sums s, 
and arithmetic means M,„ of the series we are considering. Using (2. 3) we obtain 


o(t) = hlog(1 —t"'), 
and using (5. 1) and (5. 21) we obtain 


(5. 6) ot) — 5 = oll) — {y+log(1l—t)n}h 
and 

(5. 61) o(t) — M„ = o(1) — {y—1+log(1—t)n}h. 
Hence we will have, respectively, 

(5. 62) lim {o(t,) — s,} = 0, lim {o(t) — Mao} = 0 

Nn— © t—1 
when we have, respectively, 
er 0.56146 


2. e 
5.698) L=i— =1— BEN =; 


-y 0.56146 
n _ 1 


Also we will have, respectively, 
n—» t—1 


when we have, respectively, 
- Ka Rn ‚5262 Be A 

(5. 65) ”—=1— "zu 7 ai Buck Te ta er; 

These facts, and the formulas (5. 6) and (5. 61) themselves, give preliminary information 
'about the way in which it and n should be related when good estimates of the left members 
of (5.6) and (5. 61) are being sought. This point is worth emphasizing because several 
authors have, without realizing that other values of A would give better estimates, made 
estimates of |o(t.) — s, | and | o(t) — s,. ; | for the special cases in which {, = 1 — //n, 
n(t) = //(1 —t) and A =1. 

6. Series fer which s, — »'*. Information, only a part of which has been improved, 
is obtained very easily by consideration of the series Zu, for which u, = s, = 0 and 
Sn = nik — e*!oar when n—=1,2,3,...,h being a positive parameter. For this series, 
|sn |= 1 when n>0 and 

(6. 1) lim | nu, | = Ah. 


n—m» 
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We find that M, = 0 and, when n>0, 
(6. 2) 


n un (k/n) 1 
ih !og eih 1og Ki 
< n 


n+i k=1 
1 
— o(1) + EL PN GE 


—o(1) + e*enı(l + ih). 


Since s„ and M„ are bounded sequences whose sets of limit points are, respectively, the 
complete circles 
Iz2]|=1 and |2|= 4/|1 +iA|= (1 +9)", 
it follows that 
(6. 21) lim inf |M,—s,|=1— (1 + h2)": 
P,9>» 


and hence that 
(6. 22) lim inf | M,— s, | = F,(h) lim sup | nu, | 
where er __ 
(6. 23) F,(h) = hf —(1 + h2)"). | 
This function F,(h), which we can identify with @(u) = (1 — cos u)/tan u by setting 
h= tan u, has a maximum when h = h, where 
(6. 24) h, = {(1 + 5°"7)[2}” = 1.27202; 
and the maximum value of F,(h) is 


(6. 25) F,(h,) = (5? — 2) {(1 + 52)J2}? = 0.300283. 


Application of (6. 22) to the special. series for which h = A, establishes the following 
two theorems. 

Theorem 6. 3. No constant B, less than the constant F,(h,) = 0.300283 in (6. 25) can 
have the following property P,. If Zu, is a series for which lim sup | nu, |< oo, then it is 
possible to choose a sequence p„ such that p„ — ©o and 

(6. 31) lim sup | M,—:5 |<B, lim sup | nu, |. 

Theorem 6. 32. N> constant B, less than the constant F,(h,) = 0.300283 in (6. 25) can 
have the following property P,. If Zu, is a series for which lim sup | nu, |< ©o, then it is 
possible to choose a sequence q„ such that q„ — ©o and 

(6. 33) lim sup | M2—s,, |< B, lim sup |nu, |. 

Theorems 6. 3 and 6. 32, which were new when the first version of this paper was 
written, are now of interest only because of the ease by which they have been obtained. 
As we shall show in section 8, the results have now been improved. The least constants 
having properties P, and P, are, respectively 0.693145 and 0.474541. 

To estimate the Abel transform, which we now use in the form o(t) = (1 — t) 21" s,, 
of the sequence s„ = n‘%*, we use the identity 

ha‘ | 
(6. 4) as tag 


wo ng! 
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with q = ih, and the estimate 


(nt)! A u 2. ori 

ud, ee et 
where e) —0 and , —0, to obtain 

(6. 42) (1 1)-% = ((ih)!)-10(l) +1 — 1) Eintr. 


Since the Abel transformation is regular, the last term in (6. 42) is o(1) and we obtain 


(6. 43) o(t) = o(1) + (ih)!(1 —t)-* = o(1) + (ih)le” log 1/1 N) 


Using 

(6. 44) | (in)! |® = (in)! (— ih)! = ahjsinh ah< 1, 
obtained with the aid of the formula z!(— z)! = nz/sin zz, we see that the set of limit 
points of o(t) is the complete circle | z | = (rh/sinh ah)"” and it follows that 

(6. 45) lim inf | o(t) — s, | = 1 — (ah/sinh ah)"” 


t>1,n>» 


and hence that 


(6. 46) lim inf | o(t) — s„ | = F;(h) lim sup |nu, | 
t>1,n—o n—» 
where 
(6. 461) F,(h) = h"' {1 — (ahlsinh zh)"?}. 


This funetion F,(h) has a maximum when h = h, where h, = 1.1909 and the maximum 
value of F,(h) is 


(6. 462) F,(h,) = 0.4858. 


Applieation of (6.46) to the special series for which h = h, establishes the two 
following theorems relating the Abel transforms and partial sums of series; results essen- 
tially equivalent to these were obtained by Hadwiger [14]. The extents to which these 
theorems have been improved will be explained in section 9. 


Theorem 6. 47. No constant B, less than the constant F,(h,) — 0.4858 in (6. 462) can 
have the following property P,. If Yu, is a series for which lim sup | nu, |< oo, then it is 
possible to choose a sequence t„ such that O< 1„<1, lim „= 1, and 


(6. 471) lim sup | o(t.) — sn | < B; lim sup | nu, |. 


Theoıem 6. 48. No constant B, less than the constant F,(h,) = 0.4858 in (6. 462) can 
have the following property P,. If Zu, is a series for which lim sup |nu, | < 0, then it is 
possible to choose a function n(t) such that n(t) -— oo ast—1 and 


(6. 481) lim sup | o(t) — s,,..; | S Bı lim sup | nu, |. 
t—1 n—» 


We now continue our use of the series for which s, = n‘* to obtain preliminary 
information about the relative behaviors of the arithmetic means M,„ and Abel transforms 
o(t) of Tauberian series; more information will be obtained in sections 10 and 11. For the 
special series, we see from results obtained above that 

(6. 5) lim inf | o(t) — M„ | = (1 + h?)""? — (zhjsinh ch)"* 

t>1,n>» 


and hence that 


(6. 51) lim inf |o(t) — M„ | = F;(h) lim sup | nu, | 





t>1,n—o n—w 
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where 
(6. 52) F;(h) = h-!{(1 + h?)"V? — (rh/sinh zch)”?}. 
The function F,(k) is positive, and examination of ıts derivative and its values for selected 


values of h shows that it attains a maximum value for a value of h near 3.5/x. In any case, 
we can set 


(6. 53) h, = 3.5/r = 1.11408 
and compute 


(6. 54) F,(h,) = 0.18670. 
Application of (6. 51) to the special series for which h = hy, gives the following two theorems. 


Theorem 6.6. No constant B, less than the constant F,(h;) = 0.18670 in (6. 54) can 
have the following property P,. If Zu, is a series for which lim sup | nu, |< ©o, then it is 
possible to choose a sequence t„ such that O<t„<1, lim t„ = 1, and 


(6. 61) lim sup | o(t,) — M„ |< B, lim sup | nu, |. 

Theorem 6. 7. No constant B, less than the constant F,(h;) = 0.18670 in (6. 54) can 
have the following property P,. If Zu, is a series for which lim sup | nu, |< ©, then it is 
possible to choose a function n(t) such that n(t) > oast—1 and 


(6. 71) lim sup |o(t) — M „wo | S Bs lim sup | nu, |. 
t—1 n—o 
7. Two lemmas on transformations. In following sections the obtaining of estimates, 


with assurance that best estimates are being obtained, will be simplified and clarified by 
use of two lemmas. The first was given by Agnew [3; p. 112]. 


Lemma 7.1. /f f(x), fs(®),... is a sequence of real or complex functions, defined 
over &>0, such that 
(7. 11) lim sup 3 | fx(«) |= H <o 
> © k=-1 
(7. 12) lim f(&) = 0 k=1,23,..., 


then each bounded real or complex sequence x,„ has a transform 


(7.13) y(x) = 3 fıla)rı 
k=1 
such that 
(7. 14) lim sup |y(«) | < H lim sup | x, |. 


Moreover H is the best possible constant in (7. 14) in the sense that there is a sequence x,, 
which is real if the functions f(x) are real, such that 0 < lim sup | x, | < ooand the members 
of (7.14) are equal. 

The second lemma, given by Agnew [1; Theorem 7.5 and section 10], is closely 
related to various theorems on sequence-to-function transformations in the expositions of 
Cooke [10], Hardy [17] and Knopp [20]. 
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Lemma 7.2. If f,(«), fs(«),... is a sequence of real or complex functions, define« 
over «>00, such that 

(7. 21) & |fu(a) |< © x >0 
but nF; 

(7. 22) lim sup Z fee) | = ®, 


then there is a real sequence x, such that lim x, = 0 and 


(7. 23) lim sup FYfı(a) . = ©. 
a>@ |kel 

8. Best eonstants involving arithmetie means M, and partial sums s,. In this section 
we shall give, for the case of the arithmetic mean transformation and with references to 
other papers for some of the proofs, solutions to all of the problems proposed in section 3. 
While the results are of interest for their own sake, they may be of greatest interest in 
serving as a guide in studies of other transformations or classes of transformations. The 
arithmetie mean transformation is the only transformation for which all of the formulated 
problems have been solved. 

For each positive value of a parameter «, let n(«) and p(«) be positive integers, and 
let n(x) — oo and p(x) > oo as « — oo; in what follows, n and p always stand for n(«) 
and p(«). From (4. 02) we obtain, for each «> 0, 


E k 
(8. 1) M„— 5 - z1 ee! u— 3 Ur. 


In case p> n, we put (8. 1) in the form 


p 
Klee WERTEN, 2,3 


and in case 1 Sp <n we put it in the form 


»_4 u 
(8. 12) M— = 2, kun er km. 


Putting y(«) = M„— s, and x; = ku,, we obtain the standard form 


(8. 13) ya) = F fr(«) % 
k=1 
where, in case p>n, we have f(x) = — A/(n + 1) when 1 Sk=<.n, fı(«) = — 1/k when 
n<k<sop, and f,(@«)= 0 whenk>p. Incase1<Sp<.n, we have fı(«) = — 1/(n + 1) 


when 1 Sk<p, fi(«) = 1/k—A/{n+ 1) when p<k<n, and fı(a) = O whenk>n. 
It is easily verified that, as « — oo, we have f;(«) = o(1) for each k, 


(8. 14) Zt) |= om +1+ log #, p>n, 
17 
and 
(8. 15) Eh) | = ol) —1+2 2 +1g”, p<n. 
k-0 n p 
Let 
(8. 16) A,lg)=1+logg, gq>1, 
Al=—1+2g+logg", 0<g=si 








Fu 


anc 
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so that & | fx(«) | = o(1) + A,(p/n). It is easily verified that A,(g) > oo as g—0, that 
A,(g) is decreasing over 0 <g<1/2, that A,(g) is increasing over 1/2 <g < oo, and 
that A,(g) -— ooasg— oo. The minimum value of A,(g), attained when g = 1/2, is log 2. 
In terms of the given functions n(«) and p(«), it is now easy to determine the value, finite 
or infinite, of the constant H defined by 


(8. 17) lim sup & | fı(«) | = H. 
1—>@ k=1 

Let A, = lim inf (p/n) and A, = lim sup (p/n). If A, = 0, or A,= x, or both, then 
H=o. 1 0<A,</A,<oo, then H is the maximum of A,(g) over the interval 
), <q << A,. Properties of the function A,(g) show that H > log 2 unless A, = A, = 1/2 
or, in other words, lim (p/n) = 1/2. Thus H Zlog2, and 4 =log2 if and only if 
lim (p/n) = 1/2. 

Applying lemmas 7.1 and 7.2 now gives the following theorem in which H is 
defined as above and, when H = ©, the right member of (8. 21) is defined to be + oo 
even when lim sup | nu, | = 0. 


Theorem 8. 2. Let n(x) and p(«) be integer valued functions such that n(x) - oo and 
p(x) -»oo as «—oo. Let s, and M,„ denote the partial sums and arithmetic means of a 
series Zu, for which lim sup |nu, | < oo. Then 

(8. 21) lim sup | M„— s, | < H lim sup | nu, |. 
Moreover (8. 21) ‚gives a best esiimale in the sense that there is a series Zu, for which 
lim sup |nu,„ | < oo, the right member of (8. 21) is positive, and equality holds in (8. 21). 

From this theorem it is easy to obtain various special interesting estimates involving 
best constants. Suppose n,,Nz,... and P,, Pa, -.. are sequences of integers such that 
N, > ©, Pk > ©, and pı/n, >g as k — oo. We may then define functions n(x) and p(«) 
by the formulas n(«) = n([«]) = n,, and p(«) = p([«]) = p,., and put (8.21) in 
the form 

(8. 22) lim sup | M (n,) — s(pı) | < A,(g) lim sup | nu, |. 


k—o n——» 


Further specialization to the case in which p, = k and k/n, —g puts (8. 22) in the form 


(8. 23) lim sup | M (n,) — sı | < A,(g) lim sup | nu, |, 
k>o n— © 
and the analogous specialization for which n;, = k and p,/k —g puts (8. 22) in the form 
(8. 24) lim sup | M,— s(pı) | < A,(g) lim sup | nu, |. 
k>o» n—x» 


Still further specialization to the case in which 0 <g < oo and n; = [g-!k] puts (8. 23) 
in the form 
(8. 25) lim sup | M,-14, — s:| = A, (g) lim sup | nu, | 
k>o no» 
and the analogous specialization for which 0 <q < oo and pı = [gk] puts (8. 24) in 
the form 
(8. 26) lim sup | M, — sı.) | S A, (g) lim sup | nu, |. 
k>o n—» 
Finally, the most interesting single specializations arise when, in (8. 25) and (8. 26), we 
giveg the value 1/2, so A,(g) assumes its minimum value A,(1/2) = log 2 = 0.69315. The 
estimates in (8. 25) and (8. 26) were obtained by Garten [13] as special‘ cases of more 
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general formulas in which M, is replaced by the Cesäro transform M/ of positive integer 
order r and A,(g) is replaced by the appropriate function A,(g). 

Our main reason for desiring a theorem as general as Theorem 8. 2 lies in the fact 
that it yields the following two theorems. 

Theorem 8.3. The constant log 2 = 0.69315 is the least constant B, with the follo 
wing property P,. If lim sup | nu, | < oo, then there is a sequence p„ independent of Eu, 
such that 

(8. 31) lim sup | M,, — 5, | < B; lim sup | nu, |. 


n—m 


Theorem 8. 4. The constant log 2 = 0.69315 is the least constant B, with the following 
property P,. Iflim sup |nu, | < oo, then there is a sequence q„ independent of Zu, such thai 
(8. 41) lim sup | M„— s,, | < B, lim sup | nu, |. 


To prove Theorem 8. 3, we observe that if p„ is a sequence for which lim n/p„ = 1/2, 
then Theorem 8. 2 implies that log 2 is the least constant B, for which (8. 31) holds; and 
that if p„ is a sequence for which lim inf n/p„ < 1/2 or lim sup n/p„ > 1/2, then Theorem 8. ; 
implies that there is a series for which (8. 31) fails to hold when B, = log 2. This establishes 
Theorem 8. 3. The proof of Theorem 8. 4 is similar; the sequence g,„ for which (8. 41) holds 
are precisely those for which lim q,/n = 1/2. 

The following two theorems, which differ from the preceding ones in allowing the 
elements of the sequences p„ and g,„ to depend upon the terms of the series &u„, complete 
Theorems 6. 3 and 6. 4. 

Theorem 8. 5. The constant log 2 = 0.69315 is the least constant B, with the following 
property P,. If lim sup |nu, | < oo, then there is a sequence p, such that 


(8. 51) lim sup | M,, — 5, | = B, lim sup | nu, |. 


n—x» n—x=o 


Theorem 8. 6. The constant 0.474541 is the least constant B, with the following property 
P,. If lim sup | nu, | < oo, then there is a sequence q, such that 
(8. 61) lim sup |M„—s, | = B, lim sup | nu, |. 


nm» n> © 


These theorems, and closely related theorems involving classes of series having 
bounded sequences of partial sums, have been proved by arguments involving machinery 
which we shall not undertake to describe here. The fact that no constant less than log 2 
can have property P, was shown by Agnew [5, section 15] by showing existence of a real 
series Zu, for which lim sup |nu, | <1, liminf »—=0, and lim inf M„ = log 2. 
Theorem 8.5 then follows from the fact, obtained from Theorem 8.3 that log 2 has 
property P,. The proof of Theorem 8. 6 was given in two parts. Using a long argument 
Agnew [5, section 14] showed that no constant less than B, = 0.474541, the unique 
solution of the equation e”/?””— r, can have property P,. Then, using another long 
argument, Agnew [6, section 4] showed that if lim sup |nu, | < oo, then there is a 
sequence q,, with elements depending upon the terms of Zu,, such that Bön <q, < nand 

(8. 62) lim sup | M„— s,, | < B, lim sup | nu, |. 


n—x»o n—© 


This implies that 3, has property P,. It is, therefore, now known that 0.474541 is the 


least constant having property P,. 

For the case in which the transformation in (2. 1) or (2. 2) is the arithmetic mean 
transformation, the theorems given above provide solutions for all except the last two of 
the problems formulated in section 3. The last two problems are solved by the two following 


theorems. 
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Theorem 8. 7. The constant log 2 = 0.69315 is the least constant B with the following 
property. If lim sup | nu, | < 0, then to each limit point z of the sequence s, corresponds a 
limit point £ of the sequence M,„ such that 


(8. 71) IE—z| <= B lim sup | nu, |. 


Theorem 8. 8. The constant B, = 0.474541 is the least constant B with the following 
property. If lim sup | nu, | < oo, then to each limit point £ of the sequence M,„ corresponds a 
limit point z of the sequence s,„ such that 


(8. 81) Iö—z|< B lim sup | nu, |. 


To prove Theorem 8. 7, let z be a limit point of the sequence s, of partial sums of a 
series Zu, for which lim sup | nu, | = h < oo. Theorem 8. 5 then furnishes a sequence p, 
such that 

lim sup | M(p.) — s. | <hlog2. 


If n,, n., ... is a sequence such that s(n,) —z, then the sequence M (p(n,)) must have a 
limit point £ such that |’ — z| < h log 2. Thus (8. 71) must hold when B = log2. That 
no smaller constant B can suffice is shown by the real series Zu, for which 


lim sup | nu„| <1, lim inf s, = 0, and lim inf M„= log 2. 
This proves Theorem 8. 7. A proof of Theorem 8. 8, based upon Theorem 8. 6 and other 
considerations, was given by Agnew [6, section 6]. 


9. Some best eonstants involving Abel transforms o(£) and partial sums s,. As was 
indicated in section 2, interest in the subject we are developing began with very special 
calculations involving Abel transforms and partial sums of Tauberian series. Using the 
work of section 8 as a guide, it is now possible to give a theorem analogous to Theorem 8.2 
which includes many of the isolated results that have been obtained. 


For each positive value of a parameter «, let t(x) be a number for which 0 < t(«) <1 
and let n(x) be a positive integer. Let t(«) —1 and n(«) — ooas « — oo. In what follows, 
n and i always stand for n(«) and t(«). Let Zu, be a series for which lim sup | ku, | < &, 
and let x; = ku,. Then, for each «> 0, the difference between the Abel transform o{t) 
and the partial sum s, is 


(9. 01) 


where 
(9. 02) fl) = — (1 — *)/k 
(9. 03) f(x) = tk 
Then 
> "1—1k 
(9. 04) Z|ha)|=2 
k=-1 k=1 
Using the fact 


(9. 05) 
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where y„ —y = 0.5772157 - - - = Euler’s constant, we obtain 
N k 
x n Be) t oo 
(9. 06) s|k)|= 3 — 2, +22 [pas 
k=1 k=1 k k k 


=1 k=-n+l1 
0 


= tlgd—ndn+2 |, ap. 


Transforming the last integral by the substitution 8 = e””" gives 


(9.0) EZ |fe)|= y+logi—t)n+2 f U 
k-1 x ern —1 
nlogt 1 
Starting again with (9. 04), we put it in the form 
1 t 
ud P 1 En ß" P ß" 
9. 08 PB: = d df 
(9. 08) Zlhte)| 1 B+ |, 
0 
and make the same substitution $ = e"”* to obtain the.alternative useful formula 
nlogt 4 © 
— —e-= zn ae 
(9. 09) = | fx(&) | = f re dx + f a er dx. 
0 nlogt =! 


For each q > 0, let A,(g) be defined by one or the other of the equivalent formulas 


(9. 1) Al)=y+logg+2fxterdz 
q 


or 


q © 
"1—e- e-: 
(9. 11) A,(q) -| „da +[ „ de 
0 q 
which appear in [3], [4], [8] where a direct proof of the equivalence is given, and [9]. 
It is easily verified that A,(g) — oo as q — 0, that A,(g) is decreasing over 0 <g <log2, 
that A,(g) is increasing overlog2 <g < oo, and that A,(g) > © asq — ©. The minimum 
value of A,(g), attained when g = log 2, is A,(log 2) = 0.9680448. 


Since the function »(y) defined for y> 0 by 
Me U 1 
ade Km- SIT IFrH y2l3l ++ 


is such that 0 < p(y) <1 and p(y) 1 as y—0, it is a simple exercise to make use of 
(9. 09), and the Lebesgue criterion of dominated convergence for taking limits under 
integral signs, to determine the value, finite or infinite, of the constant H defined by 


(9. 13) lim sup 5 | fı(«) | = H. 
soo &kı 
Let 
(9. 14) ), = lim inf n logt-!, A, = lim sup n log t-! 


or, what amounts to the same thing, 


(9. 15) ), = lim inf n(1 —1t), A, = lim sup n(1 —t). 


ao ao 











fe 


u 

















109 


Agnew, Partial sums, Riesz transforms, and Abel transforms of series. 


If A, = O0 or A, = oo or both, then H = ©. 110 <A, < A, < ©o, then H is the maximum 
of A,(g) over the interval A, <g <SA,. Properties of the function A,(g) show that 
H<A,(log2) unless A,=4,=log 2 or, in other words, lim n(1—t)=log2. Thus 
HZ A;,(loeg2) and H=A,(log2) if and only if limn(1 —t)=log2. Applying 
Lemmas 7, 1 and 7. 2 now gives the following theorem analogous to Theorem 8. 2. 

Theorem 9. 2. Let t(x) and n(«) be such that O <t(x) <1,n(x«) is an integer, I(«) - 1 
as «— oo,andn(«&) — ooas a — oo. Lets, and o(t) denote the partial sums and Abel transform 
of a series Zu, for which lim sup |nu, | < oo. Then 

(9. 21) lim sup | o(t) — s„ | S H lim sup | nu, |. 
Moreover, H is the best constant. 

Specialization of the functions (x) and n(«) in Theorem 9. 2 shows that if 0 <1<1 
and if „—1 in such a way that n(1 — 1.) >-qg> 0, then 


(9. 22) lim sup | o(t„) — sn | < A;(g) lim sup | nu, |. 
Similarly, if n(t) - oo in such a way that n(t) (1 —t) —g > 0, then 
(9. 23) lim sup |o(t) —s, | = Aa(g) lim sup | nu, |. 


Several papers listed in the bibliography treat special cases in which 1„ = 1 —g/n or 
tn = e"”’* or nt) = [g/(1 — t)] or [g/log t-']. In particular, the first paper of Hadwiger 
gave estimates for the case 1—n-! <t, <1—(n + 1)-!. Theorem 9.2 is sufficiently 
general to show the special natures of these results, and to yield the following two theorems. 

Theorem 9. 3. The constant A,(log 2) = 0.9680448 is the least constant B, with the 
following property P,. If lim sup |nu„ | < oo, then there is a sequence t„ independent of 
Zu, such that 


(9. 31) lim sup | o(t„) — s„ | < B, lim sup | nu, |. 

Theorem 9. 4. The constant A,(log 2) = 0.9680448 is the least constant B,, with the 
following property P,o- If lim sup | nu, | < ©, then there is an integer valued function n(t) 
independent of Zu, such that 

(9. 41) lim sup | o(t) — s,., | < Bü lim sup | nu, |. 

tl n— © 


The following theorem, which differs from Theorem 9. 3 in allowing the elements 
of the sequence t„ to depend upon the terms of the series Zu,„, completes Theorem 6. 47. 


Theorem 9. 5. The constant A,(log 2) = 0.9680448 is the least constant B, having the 
following property P;. If lim sup |nu„ | < ©o, then there is a sequence t„ such that 


(9. 51) lim sup | o(t„) — s» | < B; lim sup | nu, |. 


This theorem was proved, but not explicitly stated, by Agnew [2] by use of a 
complicated series; it was explicitly stated and proved much more simply by Agnew 
[8; section 4]. We have no Theorem 9.6 which completes the information given by 
Theorem 6. 48. It was shown in [2], and it follows from Theorem 9. 2, that (6. 481) holds 
when n(t) = [(log 2)/{1 —t] and B, = A, (log 2) and hence that 0.9680448 has property 
P,. The author has the opinion that the least constant B, having property P, will sometime 
be shown to be about midway between 0.4858 and 0.9680448, perhaps about 0.7, and is 
hopeful that machinery developed in [7] and [8] will be helpful in ascertaining the facts. 
Meanwhile, we shall show in section 14 that the best value does not exceed 0.7494386. 
The following theorem, analogous to Theorem 8. 7, was proved in [2]. 
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Theorem 9.7. The constant A,(log 2) = 0.9680448 is the least constant B with the 
following property. If lim sup |nu„ | < oo, then to each limit point z of the sequence s, 
corresponds a limit point © of the Abel wandern o(t) such that 


(9. 71) 


% 





z| < B lim sup | nu, |. 
n >» © 


lt may be presumed that the missing theorem analogous to Theorem 8. 8 will be 
fortheoming when the missing Theorem 9. 6 has been obtained. 


10. Relations among Riesz and Abel transforms. The preliminary Theorems 6. 6 
and 6. 7 suggest that good estimates of | o(t) — M,„ | should be obtainable when o(t) and 
M,„ are the Abel and arithmetic mean transforms of a series Zu, for which | nu, |SK. 
Methods of the preceding sections enable us to solve some of the pertinent problems and, 
at the same time, much more general and interesting problems relating the Abel transform 
o(t) and the Riesz transform MY defined by Mf’ = 0 and 


(10. 01) Mn — z(1 “ "u n=1,23,. 
k=0 


The order r of the Riesz transform is a real positive number not necessarily an integer. 
In case r = 1, the Riesz transform M(, M, is the arithmetic mean tränsform M,, M,,... 


Using (2. 3) and (10. 01), we find that 


et) 


(10.0) cW—-MN-5- | — 
r-ı k 
Setting x; = ku, and letting n = n(«) and t=t(«) be such that n(x) —oo as «x » oo, 
0 <t(x) <1, and t(x) 1 as «— oo, we e (10. 02) in the form (8. 13) where 


ku; + >> thus. 


k= n+1k 








k r EC) tk 
i F(a) = rt, k 
(10. 03) («) Fa & | fx(e) | . r . (1 .) F 3. k 


Our first step is to appraise the constant 
(10. 04) lim sup F(«) 


which depends upon r and the functions n(x) and t(«). The signs of the eritical terms 
t* — (1 — k/n)’ in (10.03) depend upon the magnitude of the quantity r-!n log t-!. 
Leaving it for the reader to see that the terms all have the same sign and F(«) is larger 
when r-!n log t-! < 1, we confine our attention to the case in which 


(10. 05) rInlogt-!>1. 


In this case there is a unique A, depending upon n and t and hence upon « such that 
0<A<1 and 


(10. 06) Atlog (1 — A)-T= r!nlogt-!. 
The ceritical terms are negative when k < An and are positive when k> An. Hence 
in k © gk 
(10.1) F)=—3- e—(1—- =) +5 re (1-4) ie Se 
k=1 k k=An k k=n+1 k 











Whenever the limits p and g of a summation on k are not integers, the sum contains the 
terms arising from all integer values of k for which p sk <q. 
To obtain useful estimates of F(«), we write (10. 1) in the form 


(10. 11) F(«) = F,(«) — F,(«) 








or 
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where 
In ‚ar © ik 
(10. 12) F,(«e) = 3  % 
8 k2in k 
and 


Ku gig r8- 


Bi] n/;n 


1—(1-4) 


The analysis following (9. 04) shows that 


in k\ -1 
(10.13) Fy(a) — & (+) 








dr+| ge 
u. 


q 


(10. 44) F,(a) = o(1) + E 


where g = An log t-! and hence, because of (10.06), where g=rlog (1 — 4) -!. The 
terms of the right member of (10. 13) are Riemann sums approximating the last two 
integrals of (10. 2) below. Therefore, for each fixed positive r, 


(10. 15) F(«) = o(1) + A,(}) 
where 
rlog(1-2)° 4 © 
— 8 r e-? 
(10.2) Ad) | art | „da 
0 rlog(1-7) 1 


A 1 
I rl a—ar „| 
T T 


0 


The derivative A/(A) can be put in the for 
(10. 21) A.(i) = 1 — 21 —4)] 








i— (1 — A) log (1 — A)-! 
A — A)log(1— A)! 
This derivative is negative, zero, or positive according as O<A<4, A= /,, or 
)r <A <A where 4, is the value of A for which the factor in brackets is zero, that is, 
(10. 22) „,=1—2"", 
Thus A,(/) has a unique minimum attained only when A = /,. It follows from (10. 15) 
that, for each fixed positive r, 
(10. 23) lim sup F(«) > A,(},) 
and that equality holds when and only when the functions n(x) and t(«) are such that 
A(&) — A, a8 x — oo. Using (10. 06) and (10. 22), we see that equality holds in (10. 23) if 
and only if 


(10. 24) lim n log t-! = (log 2)/(1 — 2="") 
or, which amounts to the same thing, 
(10. 25) lim n(1 — t) = (log 2)/(1 — 2°"). 
The minimum value A,(A,) of A,(A), obtained by use of (10.2) and (10. 22), is 
log 2 ) 
(10. 3) A,(},) - (* de + | dx 
x x 
(N) log 2 
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The sum of the first two integrals is, as we saw following (9. 11), 0.9680448. The sum of 
the last two integrals appears in [4, p. 503] and [13, p. 323] where its values are calculated 
when r = 1,2,3. The last two integrals approach zero when r approaches zero. While 
some of the arguments of this section, notably that involving (10. 06), break down when 
r = 0), it is nevertheless true that the Riesz transform of order zero of a series is its sequence 
of partial sums and that formulas of section 9 involving this transform are obtained 
by taking limits as r — 0 of formulas of this section. 

In case r = 1, where the Riesz transform is the sequence M,„ of arithmetic means, 
the relation (10. 25) becomes 

(10. 31) lim n(1 —ı) = 2log2 


> 


and the sum of the last two integrals in (10. 3) is log 2 = 0.69314 so that 


(10. 32) A,(},) = 0.9680448 — 0.6931472 — 0.2748976. 

In case r = 2, the relation (10. 25) becomes 

(10. 33) lim n(1 — t) = (2 + Y2) log 2 = 3.4142 log 2 
and wo 

(10. 34) A;,(?,) = 0.15431. 


We find that A,(?,) = 0.10698. In order to put the right member of (10. 3) into a form 
that can be readily estimated when r is large, we transform the last two integrals by the 
substitution (1 — x)’ = ev into 


log 2 © 
48 ZU 
(10. 4) | rt | er 
y eir—1 
respectively. Changing y to x in these formulas and using them with (10. 3) gives 


de+ | 
x 


log 2 


log 2 
(10.5) A,(2,) = [ en. E 1 z|r 
ö 


er e? r er 1 


dx. 








x/r 
ee er — 1 








The quantities in brackets in the integrands can be written in the form 


22. 2[z\t, 2/2 
‚str tz (2) 5 (z) . 


2r 1x 1 (z\? 1 (x\® 
!+y=-+zl-) a) + 


The last fraction lies between 0 and 1 and, for each x, converges to 1 as r > oo. Since 


(10. 51) 


log 2 [) 


(10. 52) f1—e*)dr+ fe”dr= log2, 
{1} log 2 
it follows that 
(10. 53) 2rA,(7,) <log 2 r>0 
and 
(10. 54) lim 2rA,(2,) = log 2. 


11. Theorems relating Riesz and Abel transforms. Applying the lemmas on trans- 
formations, given in section 7, to estimates of the preceding section, we can obtain several 
theorems relating the Abel and Riesz transforms o(t) and M\ of series Zu, for which 
lim sup |nu, |<. 
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Theorem 11.1. For each r> 0 the constant A,(},) in (10.3), (10.5), (10. 53), and 
(10. 54) is the least constant B with the following property. If lim sup | nu, | < oo, then 
there are an integer valued function n(«) and a function t(«), both independent of the terms 
of Zu,, such that n(«) — ©o, t(x) 1, and 


(11.11) lim sup | o(t) — MY |< B lim sup | nu, |. 


The assertion involving (10. 25) shows that the estimate in (11. 11) will hold for 
each series Zu, for which lim sup | nu, | < if and only if n(«) and i(«) are such that 
(10. 25) holds. Similar remarks apply to the two following theorems. 

Theorem 11.2. For each r>0, the constant A,(},) in (10. 3), (10. 5), (10. 53), and 
(10. 54) is the least constant B with the following property. If lim sup |nu, | < oo, then 
there is an integer valued function n(t), independent of the terms of Zu,, such that 

(11. 21) lim sup | o(t) — MY) o; | S B lim sup | nu, |. 

t—1 n—® 

Theorem 11.3. For each r> 0, the constant A,(},) in (10.3), (10. 5), (10. 53), and 
(10. 54) is the least constant B with the following property. If lim sup | nu, | < oo, then there 
is a sequence t„, independent of the terms of Zu,, such that 

(11. 31) lim sup | o(t,) — MY | < B lim sup | nu, |. 

It is not known whether or how much the best constants in the above theorems can 
be reduced when we allow the chosen functions and sequences to depend upon the terms 
of the particular series Zu, about which the assertions are made. Some of these unsolved 
problems may be very diffieult. The following is one of the more special theorems implied 
by previous work; it follows from (10. 14), (10. 2), (10. 06) and the lemmas of section 7. 


Theorem 11.4. Leer>0, andlte 0 <A <1. Lett, bea sequence for which D<1„<1 


and 
(11. 41) lim rn log t,' = ri! log (1 — A)" 
or, which amounts to the same thing, 
(11. 42) limn(1 — 1.) = ri! log (1 — A)". 
n— =» 
For example, we could take 
(11. 43) tn = 1 — [ri log (1 — A) ""]/n. 
Then the constant A,()) in (10. 2) is the least constant B for which the estimate 
(11. 44) lim sup | o(t,) — MY | < B lim sup | nu, | 


holds whenever Zu, is a series for which lim sup | nu, | < ©. 

This and other considerations presented in more detail in section 8 give the clue for 
selecting 2, to minimize the left member of (11. 44). Let 1„ = 1 — q„/n. H q„ is unbounded, 
then (11.44) holds only when B= + oo. If q„ is bounded, then (11. 44) holds with a 
finite B. There is no advantage in allowing the sequence g, to oscillate, and we may let 
= 1—.gq/n. The best choice of g is that for which 


q= ri," log(1 — 4,)""= (log2)/(1 — 2°"). 


In this case (11. 44) holds when B = A,(},). 
The companion theorem to Theorem 11.4, about which remarks similar to the 


above can be made, is the following. 
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Theorem 11.5. Letr>0 and lt 0<A<1. Let n(t) be an integer valued function 
for which 
(11. 51) lim n(t) logt-! = rA-tlog (1 — 4)! 


t>1 
or, which amounts to the same thing, 


(11. 52) lim n(t) (1 —t) = rA-tlog (1 — A). 
t-1 


For example, we could let n(t) be the greatest integer less than or equal to 
(11. 53) {ra log (1 — A)" (1 —1)-1. 
Then the constant A,(#) in (10. 2) is the least constant B for which the estimate 


(11. 54) lim sup | o(t) — MY), | < B lim sup | nu, | 
t—1 


n oo 
holds whenever Zu, is a series for which lim sup | nu, | < . 


Finally, we draw a conclusion from (10. 53). Let Zu, be a series of complex numbers 


for which lim sup |nı, | = K< m. Lete>0. Let r be a positive number so great that 
(11.6) (K log 2)/2r <e. 
Let t„ and n(t) be defined by 
(11.61) nt — 1) = (1— Hd) = (log 2/1 — 2") 
so that 
(11. 62) lim sup | o(t,)— MP |< KA (}),)<e 
and 
(11. 63) lim sup lo(t) — MN,|=s KA,(},) <e. 
Choose N and 7 such that 
(11. 64) lot) — M® |<: n>N 
and 
(11. 65) lo) — Mn, |<e T<t<1. 


To put matters roughly, this shows that if e is small then, however the points M\ wanders 
over the complex plane as n increases from N, the point o(t„) must accomplish nearly the 
same war.derings; and, conversely, however the point o(t) wanders over the plane as ! 
increases over 7 <t <1, the point MY},, must hop along nearby. This fact complements 
the familiar Abelian and Tauberian theorems to the effect that if one of MY and o(t,) 
converges to a finite limit, then the other must also converge to the same limit. 


12. Phenomena involving partial sums s,, Riesz transforms M/, and Abel transforms 
o(f). In previous sections, we have compared partial sums s, with Abel transforms o(t), 
and have compared Riesz transforms M with Abel transforms; but we have not, except 
for the case r = 1, compared partial sums with Riesz transforms. We now partially fill 
this gap and draw some conclusions which we shall not formulate in theorems. 

As before, let r be a positive number not necessarily an integer. To simplify typo- 
graphy, let 


(12. 1) ET ER, 

















1 


- 
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as in (10. 22), and let 


1 
(12. 11) FOREN D. e u | 1 = gr. 


The following theorem is valid. 


Theorem 12.2. The constant D, of (12. 11) is the least constant having the following 
property. There is a sequence q„ such that 

(12. 21) lim sup | M7? — s,| < D, lim sup |nu, 

n—m n—>—© 
whenever lim sup |nu„ | < oo. Moreover, (12. 21) holds when q„ = [n/}r]. 

The Riesz funetion-to-function kernel transformation is in fact different from the 
Riesz sequence-to-sequence transformation yielding the “discrete”” transform M{. It is, 
nevertheless, easy to show that the difference is not significant when applications are 
made to series for which lim sup | nu, | < oo, and to show that Theorem 12. 2 follows 
from Theorems in [4] on kernel transformations. 


Let 
log 2 oo 
(12. 3) D* - | ei de+ [° - dx. 
= z 
fj) log 2 


This is the constant which appears in (9. 11), (10. 3), and elsewhere and has the value 
0.9680448. Let Zu, be a series, existence of which is guaranteed by section 9, such that 
lim sup |nu„|= L>0 and 

(12. 31) lim sup |o(1 —n !log2) — s„ | = D*L. 


n 


It follows fiom Theorem 12.2 that, for this series, 


(12. 32) lim sup | Man. | = D,L. 


n 


n 


Using Theorem 11.5 with A = 4, and with t replaced by (1 — rn !log 2) in (11. 54), we 
caleulate the appropriate subscript on M and obtain 


(12. 33) lim sup |o(1 — nn! log2) — M „| = (D*— D,)L. 


The left members of the three equations (12. 31), (12. 32) and (12. 33) present a pheno- 
menon. The subscripts on the s’s are the same because we made them the same. The 
arguments of the o’s are the same because we made them the same. But the subseripts 
on the M’s are the same only because the Riesz and Abel transforms happen to allow the 
possibility. The phenomenon in the right members is the fact that the sum of the last 
two is the first. 

To simplify writing, let s„, M ([n/},)], and o(1 — n-' log 2) be denoted respectively 
by &, Pn, and y„. Let ß, be the point, on the line segment joining «&, to y„, such that 


(12. 4) 1% |/|yn — © | = D,ID*. 


Suppose now that n becomes infinite over a sequence such that | y„ — x, | converges to 
D*L. It is a simple matter to use (12. 31), (12. 32), (12. 33), and the triangle inequality to 
show that 

IB —&|-DrL, | —Bn|-(D*—DyL, and |& —B,|-0. 


15* 
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A rough interpretation of this result is the following. Suppose Zu, is a series for 
which lim sup | nu, | = L< oo. Suppose that, for some large n, o(1 — n-!log 2) is as 
far as possible (i. e. distant about D*L) from s,. Then M”([n/A,]) is as far as possible 
(i.e. distant about D,L) from s,. Also M”([n/},]) is as far as possible (i. e. distant 
D*L—LD) from o(1—n-!log2). Moreover the three points s„, M'”([n/A,]), and 
o(1 — n-!log 2) are nearly collinear in the sense that M"’([n/A,]) is near the point which 
divides the segment from s„ to o(! — n-!log2) in a known ratio. Finally, M" ([n/},]) 
is near s, when r near O0, and is near o(1 — n-!log 2) when r is large. 

1?. Approximation of arithmetie means M, by partial sums s„. We now give some 
results which show in a very simple way that the constant in Theorem 8. 6 must be less 
than the constant in Theorem 8.4. The results are of interest in connection with the 
following special problem which we shall not solve. Find the least constant B* with the 
following property. There exist two sequences q, and g,, such that 


(13.4) lim sup | M„— s(p.) | < B* lim sup | nu, | 


whenever Xu, is a series for which lim sup | nu, | < oo and p, is, for each n, one of the 
two integers q, and g,- 

It follows from section 8that B* < log 2 = 0.69315 since we can set g, = q, = [r/2] 
and attain (13.1) with B* = log2. On the other hand, Theorem 8.6 shows that 
B* > 0.474541. We shall establish the fundamental fact that 3* < log 2 by an elementary 
procedure which shows that if q, = [3n/8] and g, = [5n/8], then (13.1) holds with 
B* — 0.56348. Hence the optimal B* satisfies the condition 


(13. 11) 0.474541 < B* < 0.56348. 


Let Zu, be a series for which lim sup | nu, | = L < oo. Let A and u be parameters 
such that 
(13. 2) 0<A<sISsu<si. 


We obtain information about the manners in which s,-,, and s approximate M, b 
Un] [un] n 
considering the difference y„ defined by 


(13. 21) Y, - M, Te: 3 (Snı + S[un])- 
Using (4. 02), we obtain 


23.) u, = s ku; + 5 | 1 _— . ku; + > (4 —- - ku;. 
mat k-mıı\2k n-+A km \k n+1 
Letting x; = ku,, we put (13. 3) in the form 


n 


(13. 31) Yn = 3 An Tr- 


k=0 
Taking into account the signs of the numbers a,;, noting in particular that a„,> 0 when 
in <k<(n + 1)/2 and a, < 0 when (n + 1)/2 <k< un, we obtain 


n 


(13.4) 3 
k-1 
While interesting information can be obtained in other cases (as for example A = 1/2 and 
= 1),. we restriet ourselves to the cases in which ua=1-— 4 and (13.4) takes the 
simpler form 


(13. 5) Z lan | = ot) + Pia) 
1 


where 
(13. 51) F()) = —log2 +3logi-!+ 3 log(1 — A)-!. 


Any | = 0(1) +24 + 2u—2—log2+ log Ar! + Flog ut. 
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It follows from Lemma 7.1 that 
(13. 6) lim sup |. | < F(})L 


and that F(}) is the least constant such that (13.6) holds for each series for which 
lim sup |nu,|=L. 

Using the ordinary geometry of the complex plane, we interpret (13. 6) to mean 
that s,,); and Sn, lie at the opposite ends of a diameter of a’cirele C, with center at 


(13. 7) (4) = (San + Sta-amı)> 


and that the distance from M,„ to the center z(A) is less than o(1) + F(}) L. The radius 
R(4) of the circle C, must satisfy the condition 


1 aın 
(13. 71) R(}) - 2 sa -))n] — | s o(1) + 2 | U, | 


Lan ER 
<ol)+5 2 g=oW)+zl 7, 


In 


It follows from standard formulas for computing distances that the inequality 
(13. 72) |M2„—s,| Ss o(1) + ©(}) lim sup | nu, |, 


where 
(13. 73) 2 = (FR + 15 10 1,1)", 


must hold when p has one or the other (perhaps both) of the values [An] and [(1 — /) n]. 
This gives the following theorem. 


Thcorem 13. 8. Let Zu, be a series for which lim sup | nu, | < oo, andlee0 <A < 1/2. 
Then if p. is, for each n, a suitably selected one of the two numbers [An] and [(1 — }) n], the 
inequality 

(13. 81) lim sup | M„—s,, | < © (3) lim sup | nu, | 
will hold when ®(}) is the function defined by (13. 73) and (13. 51). 

Calculations show that ®(A) assumes a minimum value when A is near 0.375 = 3/8 
and that ®(3/8) = 0.56348. Some other approximate values are ®(1/4) = 0.699, 
P(1/3) = 0.580, ©(2/5) = 0.569, and ©(1/2) = log2 = 0.69315. In cases where 
®(})<log2, it follows from Theorem 8.4 that the selection of the sequence p,„ appearing 
in Theorem 13. 8 cannot be made independent of the particular series Zu, about which 
the assertion is made. 

It can be presumed that the least constant B* introduced at the beginning of this 
section is less, but not much less, than the constant 0.56348 in (13. 11). It can also be 
presumed that if one had several adroitly chosen sequences q(, q(?,...., 94” from which 
selection of the p„ in (13. 1) could be made, then the best B* in (13. 1) would be close to 
0.474541 but would nevertheless be greater than 0.474541. 

14. Approximation of Abel transforms o(?f) by partial sums s„. We now use 
Theorem 11. 1 to show that the least constant B, having property P, of Theorem 6. 48 
ıs substantially less than the best constant 0.9680448 in Theorem 9. 5. 

Let Zu, be a series for which lim sup | nu, | < oo. Theorem 11. 2 with r = 1 shows 
that there is an integer valued function m(t) such that 


(14. 1) lim sup | o(t) — Mu | S 0.2748976 lim sup | nu, |. 
t—1 


no» 
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Theorem 8. 6 shows that there is an integer valued function r(t), which is q,.,, such tha! 


(14. 2) lim sup | Mo — Snuy | Z 0.474541 lim sup | nu, |. 
t—1 n—® 


It follows from (14. 1) and (14. 2) that 
(14. 3) lim sup | o(t) — s,., | = 0.7494386 lim sup | zu, |. 


The author would be surprised if the constant in (14. 3) is the best possible; but, as th: 
phenomena of section 12 show, strange things can happen and it may in fact be the best 
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Über eine Invariante quadratischer Formen mod 2. 


Von Ernst Witt in Hamburg. 


Für eine vollreguläre quadratische Form 
2 
= Zar + 3a,x,2, (ja«| +0, a,= a,,) 
i i<k 


in einem Körper K der Charakteristik 2 hat Cahit Arf!) eine Äquivalenzinvariante 
A mod y? + y definiert. Zum Nachweis der Invarianz waren aber umständliche Über- 
legungen mit vielen Fallunterscheidungen nötig. Daher soll hier ein kürzerer Zugang 
angegeben werden, noch mit dem weiteren Vorteil, daß A hier in einfacher Weise explizit 
als rationale Funktion in den a,;,, a;, beschrieben wird. 

I sei der Integritätsbereich, der aus denjenigen rationalen Funktionen in den 
Unbestimmten u,, u,,.... besteht, für welche der Nenner des Kroneckerschen Inhaltes 
ungerade ist. 

A sei eine in / unimodulare symmetrische gerade Matrix (a;; = 2a,) und A* die 
oberhalb der Diagonale mit A übereinstimmende schiefsymmetrische Matrix mit der 
Pfaffiante «, also | A* | = a. 

Mit einer unimodularen Matrix T werde B= T’AT gebildet und hierzu wieder 
B* und f. Aus A = A*, B= B* mod 2 folgt für die Pfaffianten wenigstens |T | x —= ß + 2g. 
Hierbei ist g ein ganzzahliges Polynom in a,, a,,(Ü< k), t;,, wie man sieht, indem man 
diese Größen zunächst als Unbestimmte voraussetzt. Mit y = gß-!e I folgt dann aus 


ıT|a&= ß(1 + 2y) durch Quadrieren 
(1) IB|ß®=|A|a-(1+4(y?+y)). 


Nun läßt sich 7 speziell so bestimmen, daß B eine diagonale Aneinanderreihung 
von m binären Matrizen der Gestalt 
vs 1 
1 2d, 


wird (z. B. durch Orthogonalisierungsprozesse in dem durch A bestimmten metrischen 
Gitter). Es ist also 








(2) (— 1)" | B| B-®= II (1 —Ac,d,) = 1—4 8 c,.d, mod 16 
n 


u 
und nach (1) 
(— 1)" |A | a? = (— 1)" | B | B®= 1 mod A. 


1) ©. Arf, Untersuchungen über quadratische Formen in Körpern der Charakteristik 2 (Teil I), Crelles Journal 
183 (1941), S. 148— 167. 
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Jetzt werde A(A) explizit definiert durch 
(3) (A) |A|a = 1+4A(A) («2 = | A* |). 


Hierin ist A(A) «® ein ganzzahliges Polynom in a,, 4x (i< k), wie man wieder sieht, 
indem man zunächst diese Größen als Unbestimmte voraussetzt. Das Transformations- 


verhalten ist nach (1) 


(4) AB) = A(A) + (y + y) + 4ly? + Yy) AA). 


Nach (2) stimmt A(A) überein mit der von Arf angegebenen Invariante mod y? + y 
der quadratischen Form 


j=4r'Ar= Far; + Fa,r,x, mod 2. 
i i<k 


Eingegangen 14. Juni 1953. 





Über die Arfsche Invariante quadratischer Formen mod 4 


Von Wilhelm Klingenberg und Ernst Witt in Hamburg. 


Über einem Körper X der Charakteristik 2 mit den Elementen x, ß, y,..... betrachten 
wir die quadratische Form 


(1) F(xX) =r'’Ar = F auLtıkı- 


Durch die Form F ist die Matrix A bis auf Abänderungen A— A + B mit fu = Pu: und 
Pi =) eindeutig festgelegt. Daher ist die Matrix /=A + A’ der Form F eindeutig 
zugeordnet. Der simultane Übergang von A, B, I zu A* = S’AS, B* = $S’BS, I* = $S’IS 
entspricht einer Variablentransformation der Form F. Wir setzen voraus, daß F voll- 
regulär ist, das heißt es soll |/ | + 0 sein. In diesem Fall dürfen wir annehmen, daß / 
auf die Gestalt 


(2) (e = Einheitsmatrix) 


transformiert ist. Wegen der Abänderungen A — A + B läßt sich A so normieren, daß 
in der linken unteren Teilmatrix nur Nullen auftreten. Wegen /= A + A’ hat A dann 
die Gestalt 


(9) A-( }) 


Das Ziel dieser Note ist der Beweis des Satzes: 

Die Spur Sp(pg) ist mod y? +» eine Invariante der quadratischen Form F bezüglich 
Äquivalenz. 

Sp(pg) stimmt überein mit einer von (.. Arf!) in anderer Form angegebenen In- 
variante. 

Durch die Normierung (2) von / sind nur noch Transformationen A* = S’AS mit 
einem S aus der symplektischen Gruppe © möglich, die ja gerade definiert ist durch die 
Gleichung 

(4) SIS=1. 

Zum Beweis müssen wir also zeigen, daß 
Sp(p*g*) = Sp(pg) mod y* + y 


ist, wenn p*, qg* aus einem A* = S’AS mit Se © entnommen sind. 
1) ©. Arf, Untersuchungen über quadratische Formen in Körpern der Charakteristik 2. J. reine angew. Math. 
183 (1941), 148—167. — Die vorliegende Note entstand in einer Diskussion über die voranstehende Arbeit von 
Witt; hier wird die Arfsche Invariante in allgemeiner Form angegeben. 
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Wir stellen Regeln für das Rechnen mit Spuren zusammen: 

(I)  Sptsrs') = Sp(r) 

(I) Spfrirz‘ ra) = Sp(ra‘*"rarı) 

(III) Sp(r + s) = Sp(r) + Sp(s) 

(IV) Sp(r?) = (Sp(r))°- 

Erster Beweis des Satzes. Wir benutzen, daß © erzeugt wird von 


“ 0 e a eo ! . 

(5) g, = e nt = ( u 5, = (° ) (mit s=s‘). 
Es genügt, die Invarianz gegenüber diesen Erzeugenden nachzuweisen. Man findet 

für $ = S,: Sp(p*g*) = Sp(gp) = Sp(pg) wegen (Il), 

für S = Sy: Sp(p*g*) = Sp(rpqr”') = Sp(pg) wegen (I), 

für $ == Ss: Sp(p*g*) = Sp(pg + «q + sqsq) = Sp(pg) + Sp(sq) + (Sp (sg)? 
wegen (III) und (IV). 

Zweiter Beweis des Satzes. Wir schreiben Se & in der Form 


(6) S = (@ : 
(4) schreiben wir in der Form $-! = /$’I oder, mit (6), 
» (eh) 
58-1 = E liefert mit (6) und (7) die Gleichungen 
(8) ad’ +be =ch’ +da =e; ab’ =ba'; cd = de. 


Mit einem S in der Form (6) finden wir 
(9) Sp(p*g*) = Sp[(a’pa + a’c + c’ge) (b’pb + b’d + d’gd)]. 
Multiplizieren wir die rechte Seite aus, so finden wir unter anderem 


(10) Sp(a’pab’pb + a’pab’d + a’cb’pb) 
= (Sp(a’pb))? + Sp(a’pba’d + a’(e + da’) pb) = (Sp(a’pb))® + Sp(a’pb). 

Dabei wurden (8), (III), (IV) und (II) benutzt. Auf dieselbe Weise behandeln wir einen 
Ausdruck, der aus (10) durch die Ersetzung p, a, b — q, c, d entsteht. 

Schließlich tritt in (9) noch auf 

Sp(a’pad’gd + c’geb’pb + a’cb’d) 
(1) — Sp[p(be' + e)g(cb’ + e) + pbe'geb' + c’(cb’ + e)] 
— Sp(pg) + (Sp(eb’))* + Sp(eb’) + Sp(geb’p + pbe'g). 


Der letzte Term verschwindet aber wegen pbec’q = (geb’p)'. 


Eingegangen 12. August 1953. 
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Bestimmung des Zentrums der Cliffordschen Algebren einer 
quadratischen Form über einem Körper der Charakteristik 2. 


Von Martin Kneser in Heidelberg. 


8 = Sr,Yy,...} sei ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem Körper 
K= {a,b,...} der Charakteristik y(K) = 2, g(r) eine quadratische Form!) in ®, also 
eine Funktion auf ® mit Werten in Ä, für die 


g(ar + by) = a®g(r) + b?g(y) + ab(r, y) 


gilt mit einem gewissen bilinearen „Skalarprodukt“ (r, 9). Wir setzen voraus, daß q voll- 
regulär ist, daß es also keinen Vektor r + 0 gibt, für den (x, 9) = 0 ist mit allen Vektoreı 
ye®. Dann ist die Dimension von ® gerade und es gibt eine Basis u,, - - +, Um Dis - + +, Dan 
von ® derart, daß (u,, d,) = 1 ist, während alle anderen Skalarprodukte zweier Basis- 


m 
vektoren verschwinden ?). Nach €. Arf3) ist das Element e= X g(u,) g(v,) bis auf additive 
i-1 
Abänderung um Summanden der Form a?— a(a€ K) eine Invariante der quadratischen 
Form g. Hier soll eine von der Wahl einer Basis von vornherein unabhängige Definition 
von c gegeben werden. Dazu bilde man — dem Fall z(K) + 2 entsprechend ?) — die 
beiden Cliffordschen Algebren von g. Die erste besteht aus Summen von formalen 
Produkten 
a ultz0, ack, 1ER), 


deren Multiplikation durch 
(agı °°°E) (bessı °d) = abgı Ka 
und im übrigen distributiv erklärt ist. Außerdem sollen die Regeln 


(1) %ı°°Es-1lay + ba) Er de ad" Es-dEsrı" ke t+ Dkr  Ks-ıdkssı "Eh 


(2) 2° = g(8) 
gelten. Aus der letzten folgt durch Anwendung auf r + 9 die weitere 
(3) y+yr= (nd); 
daher bilden die Produkte u; ud, 0, mit 1, <-.-<i, und Ak << k, 


eine Basis dieser ersten Cliffordschen Algebra. Die zweite besteht aus den Summen von 
Produkten ax, X, einer geraden Anzahl von Vektoren aus ® mit denselben Regeln. 


*) Im Sinne von J. Dieudonne, Sur les group:s elassiques, Paris 1948, S. 39; ist &,,. . -, &„ eine Basis von ® 
und sind 2, . . ., 2%, Unbestimmte, so ist q(£x;e;) eine quadratische Form im klassischen Sinne. 
2) Cahit Arf, Untersuchungen über quadratische Formen in Körpern der Charakteristik 2, dieses Journal 188 
(1941), $. 148-167, Satz 1. 
3) Joe. eit. 2), Satz 5; vgl. auch die beiden vorangehenden Noten von Witt bzw. Klingenberg und Witt. 
*#) M. Eichler, Quadratische Formen und orthogonale Gruppen, Springer-Verlag 1952, S. 22ff. 
16* 
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Ihr Zentrum ist eine Invariante der quadratischen Form g. Die Klasse ce mod (a? — a) 
bestimmt sich hieraus nach dem Satz: 


Das Zentrum der zweiten Cliffordschen Algebra ist isomorph dem Restklassenring 
K[z]/(2? — x — ce). 

Beweis. Besteht die Menge M bzw. N aus den Zahlen i, <: --<i,bzw.k, <::<k, 
so schreiben wir ey, für das Basiselement u, °u,d;, dv, . Zur Bestimmung des 
Zentrums beweisen wir zunächst: 


a) Die mit allen Produkten u;,v; (i = 1,..., m) vertauschbaren Elemente sind von 
der Form X a,e,,„ mit a,€ K. Dazu beachte man die wegen y(K) = 2 aus (3) folgenden 
N 


Vertauschungsregeln 
ur ze u=[, falls ie N 
u, M,N M,N% ey, pe falls ie N) ’ 
a ar 0 falls ie M 
re falls ie M|’ 
und die aus (2) fließenden Regeln 
TEEN Big Pr falls ie M 
MN \alw)eu-,y falls ie nr 


EM +i falls ie ri 


ey,n Aue er eM,N-i falls i € N 


Danach gilt auf Grund der Formel 
uvt — tuv = ulvt —- tv) + (ut — tu) v 


für ein mit u,v, vertauschbares Element $ a, ver, x: 


M,N 
0 = 10 Hay nem, —L Ayu,xen,sWd; 
M,N M,N 
=u Fayneu-i,n tt LS Ay neu,x-idi 
ieM ieN 
= SAyven,n + Au,sen,s- 
ieM ieN 


Hieraus folgt a, , == 0, falls ie M, € N oderi«& M, € N. Läßt man i alle Zahlen von 1 bis m 
durchlaufen, so erhält man a, „=0für M+N. 


b) Ist Sa,e,,„ mit u,v,(i + k) vertauschbar, so hat man 
N . 


0 = 10, Hayey,yv — LS AyeyyUid; 
N N 


= WJSayey-;,n +% ayen, n-id%k 
kEN ieN 


a SZ Ayesiı nt 3 Ayen-irr 
ie N,kEeN iEeN,kEN 


+ 5 a,lg(u;) ey-s-,n + 904) ey,w-i-«] 


i, kEN 


= 5 [(ay;ın + Aysri) Ems, m+% 
i,kEM 


r Ay zi+x(9 (U) eu, m+i+: + 9(0,) Ey s+i+k,m))- 














or 
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Daraus folgt ay,x + Ay; =. 


c) Für ein Zentrumselement X a,e,, , gilt weiter die Gleichung 
N 
0 in y v; 7 P2 Ay ex, _ Mar 9} ax ex, N v; v,. 
N N 


= m Fayey an + Layer 30 
kEeN ieN 
= SF ayey.i-n,n + L%Aayer di + F are ;,n% 


i, kEN keN iEN 


= Foaylen iu +9) ern + 0) er in) 


i, keN . 
+ 23 ayen-.nsit % Ayer-;,n: 
iEN,kEN EN, kEN 
SI (ayzire + @yın + Ayrri) Em, m+i+k 
ükEM 
+ Ay irn (90) En si,anre + 9) enınan.i)]- 
Nach b) folgt daraus a, ,;.e = 0, also a, =, falls N mindestens zwei Zahlen 
enthält. Jedes Zentrumselement ist also von der Form $ a;e, ;, + b und nach b) ist hierin 
6-1 
a; = a, (= a); diese Elemente liegen aber tatsächlich im Zentrum. 
d) Das Zentrum der zweiten Cliffordschen Algebra besteht somit aus den Elementen 


m 


az + bmita,beK undz= $e ,= Fu;v,. Die Behauptung des Satzes folgt nun aus 
i-1 i-1 
der wegen (3) und (2) gültigen Gleichung 


?=- (Zuww’=-3ud)’=- Fu, +1); = z2+e. 


ı 


Das Zentrum der ersten Cliffordschen Algebra ist der Grundkörper. Der Beweis 
dafür ist wesentlich einfacher und ergibt sich, indem man die Vertauschbarkeit mit ıı; 
und v, ausnutzt. Es liegen also für die Zentren der Cliffordschen Algebren ähnliche Ver- 
hältnisse vor wie im Fall y(K) + 2°). 


5) loc. eit. *), 8. 24. 


Eingegangen 14. August 1953. 





Zwei Bemerkungen über pseudorationale Mengen. 


Von Bodo Volkmann in Mainz. 


1. In einer früheren Arbeit [1]!) wurde eine unendliche Menge R von natürlichen 


Zahlen rational genannt, wenn ihr Dualwert 
TR) = 25; 

in 2° 
rational ist. Ferner wurde die Bezeichnung pseudorational für solche Mengen OÖ verwendet, 
bei denen es zu jedem e > O0 rationale Mengen R, und R, mit R,<O< NR so gibt, daß 
die natürliche Dichte 


(e; = charakteristische Funktion von R) 


DIR — RR) <e 
ist. Die Dualwerte solcher Mengen Q wurden entsprechend pseudorationale Zahlen 
genannt. Im folgenden wird (Nr. 2) gezeigt, daß die Menge D der pseudorationalen Zahlen 
die Hausdorffsche Dimension Null hat. Jedoch wird der Beweis gleich allgemeiner geführt, 
nämlich für zwei Typen von Mengen, die mit Hilfe von g-adischen Entwicklungen definiert 
sind und im Falle g = 2 die Menge D als Spezialfall enthalten. Schließlich wird (Nr. ») 
anhand eines Beispiels von M. Kneser gezeigt, daß die Summenmenge zweier pseudo- 
rationaler Mengen nicht pseudorational zu sein braucht. 
2. Eine Zahl o mit 0 <o< 1 habe die g-adische Entwicklung 
ei 


0 


(e, ganz; 0 <e,<g; unendlich viele e, #0; g = 2). 
Wird dann wie in [2] die Funktion G(o; rn) durch die Beziehung 
gen zu ma Le e;) 

i=1 


definiert, so existiert bei rationalem 0 = 0, fi ** "frei ** ep * *, wie eine leichte Rechnung 
zeigt, der Grenzwert 


p . p 
..G(o;n) log Il U. 
lim = 
log g 
Daher wird die Definition der Menge D verallgemeinert durch folgende Einführung der 
Menge A*: ? 
Sei A eine abzählbare Menge von Zahlen o mit 0 <o <1. Dann sei A* die Menge 

der reellen Zahlen o, für die es zu jedem e> 0 Zahlen o’(e)e A und o’’(e)E A gibt, 
für die?) 


(1) Au:73 o" (e) 


!) Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 
?) Im Sinne von [2] (vgl. [3], Fußnote })). 











Fr ee an ae 


is 
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und 


lım Gle”(e) n- (ed); n) 


(2) <e 


n—n 


gilt. Für diese Menge A* beweisen wir den 

Satz 1. Für die Hausdorffsche Dimension von A* gilt dim A* =. 

Beweis. Sei e> 0 und (o’(e), 0)’ (e)), (o!(e), 0, (e)),- .. die Gesamtheit aller Paare 
von Elementen von A mit 
one) = ee) und lim Fle”(d —e’(e);n) 


N- a 


8; 


Bezeichnet man mit V,(e) die Menge aller Zahlen o mit o/(e) <o<o//(e), so entsteht 
7 


die in [2] definierte Menge <o;'(e) — o,(e)), aus V, durch Verschiebung um —o'(e). 
Daher wird nach [2], Satz 2 


dim V„(e) = dim <//(e) — 0,(e)), < e, 


und da die Vereinigungsmenge \V V„(e) sicher die Menge A* enthält, ist 
l 


dim A* < dim V Vale) <e, 
’ 1 


wie man z.B. nach [1], Satz 27 bestätigen kann. Hieraus folgt die Behauptung, da & 
beliebig war. 

Statt mit Hilfe der Funktion G(o; n) könnte man den Begriff der pseudorationalen 
Zahl mittels der in [4] eingeführten Funktionen S,(o;n) zu verallgemeinern suchen. 
Seien also ©,,..., &„ und A(0),..., A(g— 1) wie dort erklärt, jedoch mit der in der 
Natur der Sache liegenden Einschränkung, daß 4(0) = 0, A(j)>0 für j>0 und 
&„ = {0} ist. Dann sei A dieselbe Menge wie oben und 


A’= 4 (6... Öm-ı; A), ..., Ag —1)) 
die Menge der Zahlen o, für die es zu jedem e > 0 Zahlen o’(e)e A und 0” (e)E A gibt, 
bei denen (1) und 


S,(e”(e) — e’(e); n) 


(3) lim - 


n—o 


gilt. Jedoch liefert diese Definition dasselbe wie die obige; denn es gilt der 


<e (u=1,..,m—1) 


Satz 2. Unabhängig von der Wahl von G,,..., Öm-, und All),..., Ag—1) ist 
Au 2°, 

Beweis. a) Sei oe A*, e> 0 und seien o’(e), o’’(e) Zahlen mit (1) und (2). Dann 
ist in der Bezeichnungsweise von [4] 








u a Zlog(1+e) 
lim G(o (e) — o (e); n) zu lım im 2 
n > n n >® n log g 
m-1 "ya 
P2 3 Au(e”(e) — e(e);n)log(1+ Eu) 
u a - —<e, 


n logg 
also, da alle in der Summe auftretenden g,, > 1 sind, 
lim Am(e) — ete);n) _ , 10g2 


n—>® n log g sel..,m—l; = 1,...%,) 
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und damit nach [4], Gl. (10) 


Su(e’te)— e(d);n) _, log? BER a TEEN Zu 


lım B 
n logg 7, 


woraus o € A’ folgt. 
b) Sei oe A*, e> 0 und seien o’(e) und o’’(e) Zahlen mit (1) und (3). Dann ist 
definitionsgemäß nach [4], Gl. (10) 


r 
“n 


P) Pu Au (?'(e) — 0’(e); n) 
er de 
n 


no 


und damit, wenn k = min {A(l),..., 4(g — 1)} gesetzt wird, 


Ay (o’’(e) — 0'(&) 


n IM) <e („u=1,...,m 1; =1,...,u,), 


k lim 
DE +) 


folglich 


SZ 
I 
- 
= 
= 
In ee Dee, 


A,,(0’(e) — o’(2); 4 « 
Kan G(o”(e) — o/(e);n) _ =2 „(0 (e) — 0’(e); n) log (1 + gu.) 


— n rn n logg 


- * 


B3 E log (1 + Eu) 


H=lr=1 


log g u; 
also o € A*. 

3. Seien a>1 und b > 1 natürliche Zahlen mit (a, b) = 1 und sei R,,R,, . . . eine 
Folge von rationalen Mengen, in der jede rationale Menge unendlich oft auftritt. Dann 
gibt es offenbar zu jedem n Z1 wegen (a”,b") = 1 natürliche x„ und y„ mit 
a” x. + b"yne NR. Bezeichnet man nun mit O, bzw. DO, die Menge der Zahlen a” x, bzw. 
b"y„, so sind Q, und Q, pseudorational; denn für jedes m sind alle hinreichend großen 
Elemente von Q, bzw. Q; in der Menge der Vielfachen von a” bzw. von b” enthalten, 
und somit gibt es bei gegebenem e>0 rationale Mengen der Dichte a” <e 
bzw. b-= <e, die Q, bzw. DO, umfassen. Für die Anzahlfunktion (Q, + Q,) (x) der u 


log : bzw log b Elemente 
log x log x 








Summenmenge gilt, da unterhalb einer Zahl x höchstens 





von Q, bzw. Q, liegen, 

(0, +0) (2) SO) la) ST = 00a) 

’ . ER 277 Joga logb s 

so daß Q, + ©, die Dichte O0 hat. Daher kann Q, + DV, nicht pseudorational sein; denn 
da nach Konstruktion jede rationale Menge einen unendlichen Durchschnitt mit Q, + © 
hat, gilt für eine rationale Menge R mit R>Q, + D, somit D*(R) = 1, weil sonst 
die Komplementärmenge von R rational wäre und trotzdem mit Q, + Q, einen leeren 
Durchschnitt hätte. 
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Gesetzrelationen über frei erzeugten Algebren. 


Von H.F. J. Lowig in Hobart (Australien). 


In Definition 3 auf S. 439 seiner Arbeit (I) (siehe das Literaturverzeichnis am Ende 
dieser Arbeit) definiert G. Birkhoff den Begriff eines Gesetzes einer universellen uniformen 
Algebra. Im Anschlusse an diese Definition beschäftigt er sich mit den Eigenschaften 
solcher Gesetze. In der vorliegenden Arbeit soll dieser Gegenstand etwas ausführlicher 
behandelt werden. Was Fachausdrücke und Bezeichnung betrifft, sei der Leser auf die 
Arbeit (II) verwiesen. 


$ 1. Konforme Systeme von Elementen frei erzeugter Algebren. 


In diesem Paragraphen ist 7 eine Menge, c, ein Element von C? und c, ein Element 
von (}. 

Definition 1.1. c, heißt {€&,, &,}-konform mit c,, in Zeichen: 

c({E,, &,}-conf) 63, 
wenn ein Isomorphismus i von (3€,) (S((PE;) - c,)) auf (3E,) (S((PG;) - «,)) miti-c,=«, 
existiert. (Man beachte (II), Theorem 3. 6.) 

Satz 1.1. Es seiiein Isomorphismus von (3E,) (S((PE,) - c,)) auf (3C,) (S((PG;) - c,)) 
mit i-c, = C,. Dann gelten die folgenden Aussagen: 

(1.1) [id; de (PE,) (c1t)] = (PC) (eat) für teT. 

(1. 2) [id; de S((PE,) -c,)] = S((PE;,) - c,). 

(1.3) Istte T, so ist fie; c € (ZE,) ((PE;) (c1t))} ein Isomorphismus von 

(36,) ((PE,) (c1t)) auf (36;) ((PE,) (c2t)). 

Beweis. Es sei t ein Element von 7. Zur Abkürzung werde für » = 1,2 
(3E,) (S((PE,) - 6,)) = €, 

gesetzt. Dann ist nach (II), Theorem 3. 7, 

[id; de(PE,) (c,1)] = Lid; de (PE,) (c,t)] 

= (P,) (est) = (Pß,) (est). 

Damit sind (1.1) und (1. 2) bewiesen. Nach (II), Theorem 1.9, ist fic; ce (ZE&}) ((PE,) (ce, 2))} 
ein Isomorphismus von (3€,) ((PE;) (c,t)) auf (3€;) ((PG,) (e,t)). Daraus und aus (II), 
Theorem 1.5 und Theorem 1. 6, folgt (1. 3). 

Hilfssatz 1.1. Es seien Q eine Basis von W, b ein Element von [B]? und Q, eine Teil- 
menge von Q. (Y{A, B})b möge existieren. (Siehe (II), Definition 1.11.) Dann existiert 
(7 {ZW Q,, B}) (ba; aeQ,} und es ist ((4 {(ZBA) Q., B}) {ba; aeQs}) z = ((P{A, 8) b) x 
für ze (ZU) Q.- 
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Hilfssatz 1.2. Es seien D, eine Teilmenge von D und h, ein Homomorphismus von 
(36) D, in. Dann existiert ein Homomorphismus h von & in X mit 
he = hut für ce(ZE) D,. 
Beweis. Es sei a ein Element von []?. mit 
ad = hud für deD,. 
Nach (II), Theorem 2.16, existieren (p{E,A})a, (P{(ZE) D,A})fad; deD,} und 
(4 (36) DA) {hod;deD,}. Es sei c ein Element von (ZE) D,. Dann ist nach Hilfs- 
satz 1.1 
((v IE, A}) a) ce = ((F {(ZE) DA) {ad; de D,}) c 
m ((4 {(BE) D. A) (hd; DE D,}) (= hs 6 
Satz 1.2. c,({E,, &,}-conf) c, gilt dann und nur dann, wenn ein Homomorphismus |ı 
von &, in &, mit h+ c, = cz und von der Eigenschaft existiert, daß {he; ce (ZE,) (S((PG}) - «ı))} 
ein Isomorphismus von (38,) (S((PE,) - cı)) auf (3€,) (S((PE;,) - c,)) ist. 
Beweis. Siehe Definition 1.1 und Hilfssatz 1.2. 
Satz 1.3. Es sei 
S((PE,)-c)<D,<D, 
und 
(36) D, = €, 
für v=1,2. In diesem Falle gilt 
c({E&,, E,}-conf) c, 
dann und nur dann, wenn 
c({E,, E2}-conf) c; 
gilt. 
Beweis. Nach (II), Theorem 1.6 und Theorem 3.7, ist 
(3E,) (S((PE,) - c,)) = (3€,) (S((PE,) - «,)) 
für v» = 1, 2. Nachdem das festgestellt ist, folgt Satz 1. 3 unmittelbar aus Definition 1.1. 
Satz 1. 4. Es seien D, eine Teilmenge von D und c ein Element ((Z&) D,))". Dann gilt 
e({E, (3E) D,}-eonf) ce. 
Satz 1.5. Es sei 
: |S((PE))-a)Is|D.|. 
Dann kann c, derart gewählt werden, daß 
c({E,, E,}-conf) c, 
eilt. 
Beweis. Es sei D, eine Teilmenge von D, mit 
| S((PE,)- cı) | =|D; |. 
Es sei i ein Isomorphismus von (3€,) (S((PE,)-c,)) auf (36,)D;. (Siehe (II), 
Theorem 2.17.) Man setze 
i - Cı = (2. 
Dann gilt 
c, ({(36,) (S((PE;) - c1)), (3E,) D; }-conf) (2. 
Nach Satz 1.3 gilt daher 


c({E,, E,}-conf) cz. 








vo 


un 





N 
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Satz 1.6. Es sei 

(1.4) ID,|s|D,| oder |T|m, <s|D,|. 
(Siehe (II), Definition 3. 4.) c, sei gegeben. Dann kann c, derart gewählt werden, daß 

c,({E,, E,}-conf) cz 

silt. 

Beweis. Nach (II), Theorem 3. 15, ist 

(P&,)(cst)| Sm, für teT. 

Daher ist 








(1.5) |S((P&)- «)|s|7|m,. 
Außerdem ist 
(1. 6) |S((PE)-a)|<s|D:|. 


Aus (1.4), (1.5) und (1. 6) folgt die Ungleichung 
|S(PE) a)Is|P;.|. 
Satz 1.6 ergibt sich nun aus Satz 1.5. 


$ 2. Gesetzrelationen über frei erzeugten Algebren. 

Mit der in (II) und in dieser Arbeit gebrauchten Bezeichnung ist der Begriff einer 
homomorphen Äquivalenzrelation (oder Kongruenzrelation) folgendermaßen zu definieren: 

Ist r eine Äquivalenzrelation über [W], so sagen wir, r sei homomorph in bezug auf A 
oder r sei eine Kongruenzrelation über X, wenn aus seS, ae[A]”, a’e[A]” und 
(a’k)r(a’k) für keos stets 

(U) s) a’) r((<U) s) a’’) 
folgt. 

Definition 2. 1. Unter einer Gesetzrelation über E verstehen wir eine Kongruenz- 
relation über €, welche der folgenden Bedingung genügt: Sind c’ und c’”’ Elemente von € 
mit c’re’”’ und ist A ein Homomorphismus von € in €, so gilt (he’) r(he’’). Die Menge aller 
Gesetzrelationen über & werde mit LE bezeichnet. 


Die Gieichheitsrelation über € und die Allrelation über € sind offenbar Gesetz- 
relationen über €. (Die Gleichheitsrelation r, und die Allrelation r, über einer Menge A 
sind durch folgende Bedingungen definiert: Sind a’ und a’ Elemente von A, so gilt 
«r,a’ dann und nur dann, wenn a’ == a” ist, während a’r,a” stets gilt.) 

Satz 2.1. Es seien r eine Gesetzrelation über & und c;, c\', c,; und c;' Elemente von € mit 

{c, ey + ({E, E}-conf) {c,, 5}. 
In diesem Falle gilt c;rc,' dann und nur dann, wenn czrc/ gilt. 

Beweis. Es sei h ein Homomorphismus von € in & mit ha = und hu =. 
(Siehe Satz 1.2.) Gilt c;rcj’, so gilt (Ae,) r(hej‘) nach Definition 2.1 und daher crc;. 

Satz 2.2. Es seien r eine Gesetzrelation über &, c ein Element von C und d ein Element 
von D—(PE) c. Es gelte crd. Dann ist r die Allrelation über C. 

Beweis. Es seien c, und c, Elemente von €. Es seien c, und c, Elemente von C” mit 

„d= ec, fürr=1,2 
und 
cd =» für d’Ee(PE)c,v»=1,2. 
”- 
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Dann gilt nach Definition 2.1 

(2.1) (7 {E, CH 6) e) r((F {E, €) 6) d) für »=1,2. 
Nach (II), Definition 4. 11, ist 

(2. 2) (p{E,C) «)d =, für v=1,2 


und 


((p {E, E}) )d’ = d’ für VEe(P&)e, »=1,2. 
Nach (Il), Theorem 3. 10, ist 
(2. 3) ({E,Ch)o)e=cfürv=1,2. 
Aus (2. 1), (2.2) und (2.3) folgt, daß für »=1,2 


erc, 
gilt. Also gilt 

GıFC.- 
Damit ist unser Satz bewiesen. Als Folgerung ergibt sich: 

Satz 2.3. Es sei r eine Gesetzrelation über & und es mögen zwei verschiedene Elemente 
d’ und d’’ von D mit d’rd” existieren. Dann ist r die Allrelation über C. 

Ist A eine Menge und r eine Äquivalenzrelation über A, so sei Hr die Abbildung 
von A, welche jedem Element von A die dieses Element enthaltende r-Kategorie zuordnet; 
ist B eine Teilmenge von A, so werde [(Hr) a; ae B] mit B/r bezeichnet. (Darin ist ent- 
halten, daß A/r die Menge aller r-Kategorien ist.) 

Satz 2.4. Es sei r eine Gesetzrelation über &. In diesem Falle ist {({Hr) d;de D} dann 
und nur dann schlicht, wenn | D/r | = |D | ist. 

Beweis. Wenn {(Hr)d;deD} nicht schlicht ist, so gibt es zwei verschiedene 
Elemente d’ und d’ von D mit (Hr) d’ = (Hr) d”. Nach Satz 2. 3 ist r die Allrelation über 
C,|D/r|=1 und |D/r| + |D|. 

Satz 2.5. Es seien r eine Gesetzrelation über &, c ein Element von C mit (nE) c = 0 
und d ein Element von D. Es gelte crd. Dann ist r die Allrelation über C. 

Beweis. Der Satz ergibt sich als Folgerung aus Satz 2. 2. 

Wenn die Mengen os (se S) alle leer sind, so ist offenbar jede Äquivalenzrelation 
über [X] homomorph in bezug auf W. 

Satz 2.6. Es seien die Mengen os (se) alle leer. Ist r eine Gesetzrelation über €, 
welche von der Allrelation über C verschieden ist, und sind c’ und c’ verschiedene Elemente 
von C mit e'rc”, so gehören c’' und ce” zuC — D. Istr, eine Äquivalenzrelation über C— D, 
so gibt es genau eine Gesetzrelation r über &, welche von der Allrelation über C verschieden 
ist, wenn |D|=1 und |C|>2 ist, und folgender Bedingung genügt: Sind ce’ und cd 
Elemente von C — D, so gilt e’rc’”’ dann und nur dann, wenn e'r,c” gilt. 

Beweis. Es seien c ein Element von C— D und c, das leere System. Nach (II), 
Theorem 1.4, gibt es ein Element s, von 5 mit 


“E)s)n =. 
Also ist 
(rE)e=0. 
Nachdem das festgestellt ist, folgt die erste Behauptung des Satzes aus den Sätzen 2. 3 
und 2.5. 
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Es sei r, eine Äquivalenzrelation über C — D. Ist r eine Gesetzrelation über € von 
der in der zweiten Behauptung des Satzes genannten Eigenschaft, so ist nach der bereits 
bewiesenen ersten Behauptung folgende Aussage richtig: 


Sind c’ und c’”’ Elemente von C, so gilt c’rc’’ dann und nur dann, wenn 
(2.4) ? entweder c’ und c’”’ zu D gehören und identisch sind oder c’ und c’” zu 
C— D gehören und c’r,c’” gilt. 


Es sei umgekehrt r die durch (2.4) definierte Relation über C. Dann istr eine 
Äquivalenzrelation über C. Also ist r homomorph in bezug auf €. Ist c ein Element von 
C— D, so ist hc = c für jeden Homomorphismus h von € in €. Also ist r eine Gesetz- 
relation über €. Damit ist der zweite Teil des Satzes bewiesen. 


Satz 2.7. Wenn S leer ist, so gibt es keine anderen Gesetzrelationen über & als die 
Gleichheitsrelation über C und die Allrelation über C. 

Beweis. Der Satz ergibt sich als Folgerung aus Satz 2. 6. 

Wenn Ah eine Abbildung einer Menge A ist, so sei Rh die Relation über A, welche 
durch folgende Bedingung definiert ist: Sind a’ und a’’ Elemente von A, so gilt a’ (Rh) a’ 
dann und nur dann, wenn ha’ = ha” ist. Rh ist offenbar eine Äquivalenzrelation über A. 
Ist A ein Homomorphismus von X in ®, so ist, wie man leicht einsieht, AR homomorph 
in bezug auf 4. 


Satz 2.8. R(PE&) ist eine Gesetzrelation über C. 


Beweis. Wegen (II), Theorem 3.3, ist R(P€) eine Kongruenzrelation über €. Es 
seien c’ und c”’ Elemente von C mit c’(R(PE)) c’”’ und h ein Homomorphismus von € in €. 
Dann ist 


(PE) = (PO) ce”, 
S[LPE) (Ad); de(PE) ed] = S[{PE) (hd); de (PE) c”] 


und 
(PC) (he’) = (PO) (he”) 
(nach (II), Theorem 3. 11). Also gilt 
(he’) (R(PE)) (he’’). 
Damit ist bewiesen, daß R(PE) eine Gesetzrelation über € ist. 
Sind A eine Menge und M eine Menge von Relationen über A, so möge der Durch- 


schnitt dieser Relationen mit ®M bezeichnet werden. 


Satz 2.9. Ist M eine Menge von Gesetzrelationen über &, so ist BM eine Gesetzrelation 
über &. 

Von nun an mögen die Zeichen 0 und / (kursive Ziffern) Ordnungszahlen bezeichnen, 
während die Zeichen 0 und 1 (gewöhnliche Ziffern) die entsprechenden Kardinalzahlen 
bedeuten. Sind y, und y, Ordnungszahlen, so möge die Menge aller Ordnungszahlen y 
mit y, <y Sy, durch b {y,, ya} bezeichnet werden; by, sei eine Abkürzung für b {P, y,}- 


Die Definition einer Verbandsalgebra möge folgendermaßen formuliert werden: 

Ist A eine Menge und n eine Kardinalzahl, so verstehen wir unter einer n-Verbands- 
algebra über A eine Algebra X von der Spezies {b {I, Qn}, b {7, Qn}} (siehe (II), Fußnote 2) 
über A von der Eigenschaft, daß es eine teilweise Ordnung r von A gibt, welche den 
folgenden Bedingungen (2. 5) und (2. 6) genügt: 
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(2.5) Für a€ A, be AP" ist 
ar ((<A) 1) b) 
äquivalent mit 
ar(ba) für «eb {l,Qn}. 
(2.6) Für ae A, be Arm ist 
(<A) 2) b) ra 
äquivalent mit 
(b«) ra für «eb{I,2n}. 
Ist r eine teilweise Ordnung von A und existiert eine Algebra A von der Spezies 
{b {/, Qn}, b {1,Qn}} über A, welche den Bedingungen (2. 5) und (2. 6) genügt, so gibt es 
genau eine solche Algebra W; in diesem Falle heiße A die durch r bestimmte n-Verbands- 
algebra über A. Unter einer vollständigen Verbandsalgebra über A werde eine | A |-Ver- 
bandsalgebra über A verstanden. 
Satz 2. 10. Die Relation < über L& bestimmt eine vollständige Verbandsalgebra über LE. 
Beweis. Siehe Satz 2. 9. 
Man vergleiche Satz 2. 10 mit der zweiten Behauptung von Theorem 8 auf S. 440 
der Arbeit (I). 


Definition 2. 2. Ist r, eine Relation über C, so heißt der Durchschnitt aller 7, ent- 
haltenden Gesetzrelationen über E die durch r, erzeugte Gesetzrelation (siehe Satz 2. 9) 
über € und wird mit (€) r, bezeichnet. 

Aus dieser Definition folgt, daß eine Relation r über C dann und nur dann eine 
Gesetzrelation über € ist, wenn (€) r = r ist. 

Man vergleiche Definition 2.2 mit Definition 5 auf S. 440 der Arbeit (1). 


$ 3. Gesetze einer Menge von Algebren. 


Von nun an mögen die Zeichen 8, M und N Mengen von Algebren bedeuten, wenn 
nicht das Gegenteil ausdrücklich bemerkt wird. 


Definition 3. 1. Sind c’ und c’”’ Elemente von C, so heißt die Aussage, daß 
(3.1) hc’ = he’ für jeden Homomorphismus h von & in X ist, 
ein E-Gesetz von A und die Aussage, daß 


he’ = he’ ‚ist, wenn X ein Element von M und h ein Homomorphismus 
von & in & ist, 


(3. 2) 


ein &-Gesetz von M. Es seien (BE) A und (BE) M die Relationen über C', welche folgender- 
maßen definiert sind: Sind c’ und c”’ Elemente von C, so ist c’((®E) A) c’’ äquivalent mit 
(3. 1) und ce’ ((®E) M) c’”’ äquivalent mit (3. 2). 

Man vergleiche Definition 3. 1 mit Definition 3 auf S. 439 der Arbeit (I). 

Aus Definition 3. 1 folgt sofort, daß 


(3. 3) (BE) M = PL(OE) K; KEeM] 
und 
(DE) [A] = (DE) A 
ist. 
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Satz 3.1. Es seien c, und c,' Elemente von C,, c; und c;' Elemente von C, und h ein 
Homomorphismus von &, in &, mit hei = c; und hei’ = ©. Gilt dann 





c (DEU cı', (DEM) ey’, 





so gilt 





SE) A) c. 5 ((0E,)M) cz. 








Beweis. Es gelte ce; ((BE,) A) ci’ und es sei h’ ein Homomorphismus von G, in N. 

Dann ist A’ - h ein Homomorphismus von €, in VW. Also ist 
Wh)a=(h he, 
h’ (hei) = h’(hei‘) 
und 
hoa=khkı. 

Also gilt s((®E,) A) «5. Damit ist die erste Lesart des Satzes bewiesen. Die zweite Lesart 
folgt nun aus (3.3). 

Satz 3.2. Es seien c, und c,' Elemente von C, und c; und c;' Elemente von C,. Es gelte 

{1,6 3 (HE, &,}-conf) fc, }. 


In diesem Falle ist 





BE) A) ey’ ci (BE) M) ci 





äquivalent mit 





5 (BE) W) ey. 3 (DE) M) cy. 








Beweis. Siehe die Sätze 1.2 und 3.1. 
Satz 3.3. Es sei |D,|<|D,| oder 2m, < |D, |. Sowohl M, als auch M, sei eine 
Algebra oder eine Menge von Algebren. Es sei 
(DE,) M, = (DE,) M;. 
Dann ist 
(BE;,) Mı cu (BE;) Mz. 
Beweis. Es seien c, und c/’ Elemente von C, mit c; ((BE,) M,) ce’. Es seien c; und c;' 
Elemente von (', mit 
{1,0 } (JE, &}-conf) {c;, c5 }. 
(Siehe Satz 1.6.) Nach Satz 3. 2 gilt c; ((©C,) M,) 5‘. Also gilt 5((GE,) M,) 5’. Nach 
Satz 3.2 gilt c,((DE,) M,)cı'. Damit ist bewiesen, daß (BE,) M, < (GE,) M, ist. Ver- 
tauscht man in der eben durchgeführten Überlegung M, mit M,, so findet man, daß 
(BE,) M, — (BE,) M, ist. Also ist (BE,) Mı, = (BE,) M;. 
Satz 3. 4. (BE)A und (BE) M sind Gesetzrelationen über &. 
Beweis. Es sei M die Menge aller Homomorphismen von & in X. Dann ist 
(BE)A = PI[RKh; heM]. 
Ith ist eine Kongruenzrelation über & für he M. Also ist (®E) A eine Kongruenzrelation 
über €. 
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Es seien c’ und c”’ Elemente von € mit c’((®E) A) ce” und A ein Homomorphismus 
von € in €. Dann gilt (Ahc’) ((BE) A) (hc’’) nach Satz 3.1. Damit ist bewiesen, daß (BE) U 
eine Gesetzrelation über € ist. 

Nun folgt aus Satz 2. 9, daß (©E) M eine Gesetzrelation über € ist. 

Man vergleiche Satz 3. 4 mit Theorem 7 auf S. 440 der Arbeit (I). 

Es liegt auf der Hand, daß (®&) X die Allrelation über C ist, wenn | A| <1 ist, 
und daß (BE) M die Allrelation über C ist, wenn | X | S 1 ist für EM. 

Satz 3.5. Essei|D|> 2 oder es existiere ein Element s von S mit | os | = 0 und es 
sei|D|> 1. Ist (BE) die Allrelation über C, so ist |A | < 1. Ist (BE) M die Allrelation 
über C, so ist | X | <1 für KeM. 

Beweis. Es sei (ÖE) A die Allrelation über C. Es seien d, ein Element von D und ı, 
ein Element von C mit d, € (PE) c,. Es seien a, und a, Elemente von [X] und 5, und 5, 
Elemente von [A]? mit 

b,d, = a, für v=1,2 
und 
b,d = b,d für de D— [d,]- 
Dann ist insbesondere 
((P {E, W}) d1) d = ((P{E,A}) be) d für De(PE) c.. 
Nach (ll), Theorem 3. 8, ist daher 
((9 {€, A) b,) Co _ ((9 {€, A)) b,) Co- 
Da (BE) A die Allrelation über C ist, ist 


((9 {E, A) b,) co = ((P {E, A}) b,) d, für v= 1,2. 


Also ist 
((4 {€, A) b,) u, = ((9 {E, 9) b,) do, 
b,do = bado 
und 
a, = %. 


Damit ist bewiesen, daß |A| < 1 ist. 

Ist (BE) M die Allrelation über C, so ist (BE) X die Allrelation über C für ZEM 
und nach dem eben Bewiesenen ist | 3 | <A für ZeM. 

Hilfssatz 3. 1. Es seien Q eine Basis von X, b ein Element von [8]? und h ein Homo- 
morphismus von B in B,. Wenn (p{A, B}) b existiert, so existiert (p{A, Bı}) (Rh -b) und 
ist gleich h- ((p{A, 8}) b). 

Hilfssatz 3. 2. Es seien h, ein Homomorphismus von X auf ® und h* ein Homo- 
morphismus von & in B. Dann gibt es einen Homomorphismus h von®& in mit hy h = h*. 

Beweis. Es sei a ein Element von [X]? mit 

h,(ad) = h*b für deD. 
Man setze 


(9 {€, W)) a=h. 


Dann ist nach Hilfssatz 3.1 


uh=hy‘ ((p IE, A)) a) = (p{E, B}) (hu a) 
= (p{E, B}) {h*rd; deD}=A1*. 








De 


Al: 





eilt. 
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Die Definition einer Quotientenalgebra einer gegebenen Algebra möge folgendermaßen 
formuliert werden: 


Ist r eine Kongruenzrelation über W, so ist A/r die Algebra über [W]/r, welche durch 
die Bedingung definiert ist, daß für se S, ae [A]” 
(Ar) s) (Hr) - a) = (Hr) (9) s) a) 
sei. In dieser Definition ist enthalten, daß Hr ein Homomorphismus von 4 auf W/r ist. 


Satz 3.6. Es seien r eine Kongruenzrelation über A und c’ und c’’ Elemente von C. 
In diesem Falle gilt 


(3. 4) © (BE) (Ar) €” 
dann und nur dann, wenn 


(3.5) für jeden Homomorphismus h von CE in A 


(he’) r(he’’) 


Beweis. (3.5) ist der folgenden Aussage äquivalent: 


(3. 6) | ((Hr) - h) ce’ = ((Hr) - h) ce” 


für jeden Homomorphismus k von € in W. 


Wenn h ein Homomorphismus von € in X ist, so ist (#/r) - h ein Homomorphismus von & 
in X/r. Ist umgekehrt h* ein Homomorphismus von € in W/r, so gibt es nach Hilfssatz 3. 2 
einen Homomorphismus kA von E in X mit (Hr) -h = h*. Also ist (3.6) der folgenden 
Aussage äquivalent: 


h*c a h*c'’ 


en | für jeden Homomorphismus h* von & in W/r. 


Da (3.7) nach Definition 3.1 mit (3.4) äquivalent ist, ist unser Satz bewiesen. 
Satz 3.7. Ist r eine Kongruenzrelation über &, so gilt 
(BE) (E/r)<r. 
Beweis. Es seien c’ und c’’ Elemente von € mit c’((®E) (E/r)) c”’. Dann ist nach 
Definition 3.1 
(Hr) €’ = (Hr). 
Also gilt e’rc”. 
Satz 3.8. Es sei r eine Kongruenzrelation über &. In diesem Falle ist 
(DE) (E/r) = r 
dann und nur dann, wenn r eine Gesetzrelation über © ist. 

Beweis. Es sei r eine Gesetzrelation über €. Es seien c’ und c’”’ Elemente von C mit 
erc”’. Nach Definition 2.1 gilt (Ahc’) r(he’’) für jeden Homomorphismus h von € in €. 
Nach Satz 3. 6 gilt daher c’ ((®€) (C/r)) c'’. Also gilt 

r< (DE) (E/r). 
Daher ist nach Satz 3. 7 
(DE) (Ejr) = r. 
Ist umgekehrt (BE) (C/r) = r, so ist r eine Gesetzrelation über & nach Satz 3. 4. 
Satz 3. 9. Sind r, und r, Kongruenzrelationen über X mit r,<r;, so gilt 
(DE) (Arı) < (BE) (Ars). 
Beweis. Siehe Satz 3. 6. 
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Satz 3. 10. Es sei M eine Menge von Kongruenzrelationen über X. Dann ist 
PLDE) (Ar); re M] = (BE) (A/PM). 
Beweis. Sind c’ und c’’ Elemente von C, so gilt nach Satz 3. 6 
e (BIDE) (Ar); reM]) c” 
dann und nur dann, wenn für jeden Homomorphismus h von E in A 
(he) (BM) (he) 
gilt, und die letztere Aussage ist nach Satz 3. 6 dann und nur dann richtig, wenn 
© (DE) (ABM) c” 

gilt. 

Satz 3. 11. Es seien r, eine Relation über C und M die Menge aller Kongruenzrelationen 
r über X mit (BE) (A/r)>r,. Dann ist BMeEM. 


Satz 3.12. Es seien r, eine Relation über C und r eine Kongruenzrelation über &. In 
diesem Falle gilt 


(3. 8) (BE) (E/r)>r, 
dann und nur dann, wenn 
(3. 9) r>(&)r, 


eilt. 
Beweis. Gilt (3.8), so gilt 
r > (BE) (E/r) > (08) ro 
nach den Sätzen 3. 4 und 3. 7 und Definition 2. 2. Gilt (3. 9), so gilt 
(BE) (E/r) > (0E) r, 
nach den Sätzen 3.8 und 3.9. 

Satz 3.13. Wenn r, eine Relation über C ist, so ist (@€) r, der Durchschnitt aller 
Kongruenzrelationen r über & mit (®E) (E/r) > r,. 

Satz 3. 14. /st B eine Unteralgebra von X, so gilt 

(BE) B > (BE)N. 
Satz 3.15. Es sei B ein homomorphes Bild von X. Dann gilt 
(DE) B > (BE). 

Beweis. Es seien h, ein Homomorphismus von X auf B, ce’ und c’”’ Elemente von € 
mit c’((BE) A) c”, A* ein Homomorphismus von € in ® und Ah ein Homomorphismus 
von € in A mit h,* h = h* (siehe Hilfssatz 3. 2). Nach Definition 3. 1 ist 

hi = he. 
Daher ist 

Ki= hr". 
Also gilt ce’ ((BE) B) ce’. 

Die Definition des direkten Produktes eines Systems von Algebren möge folgender- 
maßen formuliert werden: 


Sind T eine Menge und ® ein 7-System von Algebren, so versteht man unter 


(Do) & die Algebra über I7{[®t]; te T}, welche durch die Bedingung definiert ist, daß 
für se S, ge (IT {[&t]; te TY)” 


(Be) 6) s) g = {Gt} s) {(gk) it; keos}; tE T} 
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sei, und nennt (®o) © das direkte Produkt von & in bezug auf o. (Die Worte „in bezug 
auf o*“ dürfen weggelassen werden, wenn 7 nicht leer ist. Sind aber & das leere System, 
5, und 5, Mengen, o, ein S,-System von Mengen für »=1,2 und o, # 0, so ist 
(Do) & + (8o,) ©.) 

Ist T eine Menge, so möge das Zeichen X” dieselbe Bedeutung haben wie das Zeichen 
(Do) {A; te T}. (Also ist [A’J = [A]J”.) Das Zeichen (Do) M möge (Do) {X; ZEM} 
bedeuten. 


Hilfssatz 3.3. Es seien T eine Menge und © ein T-System von Algebren von von 0 
verschiedenen Ordnungen. {[&t];te T} werde mit G bezeichnet. t, sei ein Element von T. 
Dann ist {gt,; ge IIG} ein Homomorphismus von (Do) © auf Öt,; es ist ein Isomorphismus 
von (Do) & auf St, dann und nur dann, wenn | St | = A ist fürıe T— [t,]. 

Beweis. Ist se $S und a& (IIG)”, so ist 


{8105 gE IIG} ((<(®e) 6) s) a) = ((((Do) 6) s) a) io 
= ((Gt,) 5) {(ak) to; keos} = (<Gty) 5) ({gto; ge llG} a). 
Satz 3.16. Es seien T eine Menge und © ein T-System von Algebren von von 0 ver- 
schiedenen Ordnungen. Dann ist 


(BE) ((Do) 8) = (BE) [Gt; te 7]. 


Beweis. Es seien c’ und c’’ Elemente von € und t, ein Element von T. Ist h ein 
Homomorphismus von € in (Do) ©, so ist {(hc) tu; ce C’} wegen Hilfssatz 3. 3 ein Homo- 
morphismus von E in ®t,. Ist umgekehrt h* ein Homomorphismus von € in Öt,, so gibt 
es nach Hilfssatz 3. 2 einen Homomorphismus h von € in (Do) © mit 

{(he) 0; ceC} = h*. 
Also ist 
(he’) t, = (he’’) it, für jeden Homomorphismus k von € in (Do) © 

dann und nur dann, wenn für jeden Homomorphismus h* von E in Gt, 

ui y 4 
ist. Daher ist 

he’ = he” für jeden Homomorphismus h von & in (Do) © 

dann und nur dann, wenn für teT 

e’((BE) (Gt)) ce’ 
gilt. Also gilt c’((®E) ((®o) ©)) ec” dann und nur dann, wenn c’((®E) [St; te 7]) c’” gilt. 

Satz 3.17. Ist |& | +0 für ZEM, so ist 
(BE) ((Do) M) = (BE)M. 

Man vergleiche die Sätze 3. 14, 3..15 und 3. 17 mit Theorem 6 und dem zugehörigen 
Gorollary 2 auf S. 440 der Arbeit (I). 

Wenn h eine Abbildung einer Menge A ist, so sei /h die Abbildung von A/Rh, 
welche durch die Bedingung definiert ist, daß für a€ A 

(Ih) ((H(Rh)) a) = ha 


sei. Ih ist offenbar eine ein-eindeutige Abbildung von A/ARh auf [ha; ac A]. Ist h ein 
Homomorphismus von X auf ®, so ist, wie man leicht einsieht, /h ein Isomorphismus von 
Y/Rh auf 8. 

18* 
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Satz 3. 18. E/(GE) M ist isomorph mit 
(BUDo) {EII; KEM)Led; ze}; Lem}; deD]. 


Beweis. Wenn D leer ist und die Algebra über der leeren Menge existiert und zu Wi 
gehört, so ist C leer und der zu beweisende Satz ist offenbar richtig. (Siehe (II), 
Theorem 1. 3.) 


Es sei D nicht leer oder es sei | £ | + 0 für ZeM. Es werde 


(9 {E, (Do) {KIUM, KEM}}) (Kfad; ze [XP KEeM};deD) = M, 
und 


(ZUDe) {RUID; KEMy) [ifad; zEelX]’}; KeM}; deD]= 8 
gesetzt. Nach (II), Theorem 1. 9, ist A, ein Homomorphismus von & auf B. Also ist C/Ah, 
isomorph mit ®. Es seien A ein Element von M und a ein Element von [A]”. Dann ist 
({{2d; ze[&]P}; ZEM}A) a = ad für deD. 
Nach den Hilfssätzen 3.1 und 3.3 ist 
((hue) A) a = ((pf{E,A}) a) ce für cel. 
Daher ist für CeC,c’eC 
hoc’ = hal” 
dann und nur dann, wenn 
he’ = he” 
ist bei jeder Wahl eines Elementes X von M und eines Homomorphismus h von & in 4. 
Also ist 
Rh, = (GE) M. 
Also ist E/(BE) M isomorph mit ®, wie behauptet wurde. 
Man vergleiche Satz 3. 18 mit (10. 1) auf S. 441 der Arbeit (I). 
Satz 3. 19. E/(BE) A ist isomorph mit 


(gaumd)) (ad; ze UP}; deD]. 


Hilfssatz 3.4. Sind Q eine Basis von X, und h ein Homomorphismus von X, auf W;, 
so ist [ha; aeQ] eine Basis von W,. 
Beweis. Siehe (II), Theorem 1.9. 


Hilfssatz 3.5. Sind Q eine Basis von U und r eine Kongruenzrelation über U, so ist 
Q/r eine Basis von Ar. 
Von nun an mögen die Zeichen A, und ®, Algebren bedeuten. 


Hilfssatz 3. 6. Es seien h, ein Homomorphismus von X, auf WU, und h, eine Abbildung 
von [A,] in [U;] von der Eigenschaft, daß hy, h, ein Homomorphismus von U, in U; ist. 
Dann ist h, ein Homomorphismus von W, in W;. 

Beweis. Es seien s ein Element von S, a, ein Element von [9,]” und a, ein Element 
von [X,]” mit ha-a, = a,. Dann ist 

h; (Az) s) 4,) = h; ((<U,> s) (ha 4,)) —=hz (hl(<Ar> s) a,)) 
= (hy ha) (A) 5) a,) = (Up) 5) ((ha * ha) -a,) = (U) Ss) (ha " a2). 


Satz 3. 20. Es seien r eine Kongruenzrelation über & mit (BC) A>r und a ein Element 
von [X]””. Dann existiert (p {C/r,W}) a. (Siehe Hilfssatz 3. 5.) 











0 


it 
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Beweis. Sind ce’ und c’”’ Elemente von € mit (Hr) ec’ = (Hr), so gelten e’rc’, 
„ ((BE) A) ce’ und die Gleichung 


((4 {E, W) {a((Ar) 2); zeD}) € = ((p 1, W) {allHr) 2); zeD}) €”. 
Es sei h das Element von [X], welches die Eigenschaft hat, daß für ceC 
h((Hr) c) = ((P{E,N}) {a((Hr) 2); zeD})c 
ist. Nach Hilfssatz 3. 6 ist A ein Homomorphismus von E/r in X. Außerdem ist 
h((Hr) d) = a((Hr)d) für deD. 
Also existiert (y{E/r, W}) a und ist gleich h. 
Satz 3. 21. Es seien r eine Gesetzrelation über& und Q eine Teilmenge von |]. Es gelte 


(BE) A>r 


und es sei 





I0|s|D|. Ie|=1D2|. 








Dann ist 





Iel=|Dır|. I0| = | Dir. 








Beweis. Die Behauptung ist offenbar, wenn |D|<1 ist. Wenn r nicht die All- 
relation über C ist, folgt die Behauptung aus Satz 2.3. Wenn |D| = 2 und r die All- 
relation über C ist, so ist (DE) A die Allrelation über C; nach Satz 3.5 ist [A| <A 
und es ist 


IeIs1=|Djr|<|D|. 
Satz 3.22. Es sei |A | +0 und Q eine Basis von X mit 
eIsID|. 
r sei eine Gesetzrelation über & mit 
(BE) A >r. 
Dann ist A ein homomorphes Bild von E/r. 
Beweis. Nach Satz 3. 21 ist 
I0|s|Pır|. 
Es sei a ein Element von [A]J”” mit 
[ax; ze D/r]>Q. 


Nach Satz 3. 20 existiert (p{E/r, X}) a. Nach (II), Theorem 1.9, ist (p {E/r,W}) a ein 
Homomorphismus von E/r auf (ZW) [ax; ze D/r]. Deshalb und wegen 


[A] > (ZA) [ax; ze D/r] > (ZU) Q = [A] 


ist (p{C/r, A}) a ein Homomorphismus von E/r auf W. 
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Satz 3. 23. Es sei 
o0</A|s|D|. 


r sei eine Gesetzrelation über & mit 
(BE) A >r. 
Dann ist U ein homomorphes Bild von E/r. 


Beweis. Der Satz ergibt sich als Folgerung aus Satz 3. 22. 


Literaturverzeichnis. 


(I) Garrett Birkhoff, On the structure of abstract algebras. Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 31 


(1935), p. 433—454. 
(11) H.F.J. Löwig, On the properties of freely generated algebras. Journal für die reine und angewandte Mathematik 


190 (1952), S. 65— 74. 


Eingegangen 22. Dezember 1952. 








N 


to 


If 


an 
of 


On the spectrum of a one-parametric family of matrices”). 
By A. M.Ostrowski, Basel. 





Introduetion. 
By the transformation 


n 


Yu = ZA, („=1,...,n) 


v=1 
with the matrix A (a,,) the vector &(x,, . . -, 2.) is transformed into the vector n(Yı, - - -, %n)- 
The expressions 
A(A) = Max Ei (A) = Min a 
|t]+0 &|+0 18 
are then respectively called the upper and the lower bounds of the matrix A. They are 
given by the square roots of the greatest and smallest eigenvalue of the non-negative 


matrix A*A. 

A(A) and A(A) are very important in the discussion of metric properties of the 
matrix A, at least when the euclidean length is used. On the other hand, in practice, 
only estimates of A and A can be used which contain the corresponding quantities for 
some special matrices. However, only very few types of matrices are known for which A 
and / can be given explicitly, and in all of these cases these values are immediately 
obtained. 

In what follows we discuss A and / for a not trivial case of a one parametric class 


of (n x n)-matrices given by 


(n) _ 
D\ a 


where all elements of the principal diagonal are equal to the real parameter x, all elements 
to the right of this diagonal are 0 and all elements to the left are 1. 
As a matter of fact, our discussion covers the whole spectrum of the matrix DD”, 
If the eigenvalues of this matrix are denoted in the order of their magnitude by 
(a) S A,la) S-< A,(e) 
we write 
i,(a) = a" — a + v,(e) 

and find that the v,(«) are roots of a polynomial A,„(v, «), which is a linear combination 
of two Chebyshev polynomials and contains « as a linear parameter. We have 

1 Rn «sin (2n +1)0 + (x — 1) sin(2n — 1) 0 
4 cos? 0’ ) hr sin 6 \ 


*) This work was performed on a National Bureau of Standards contract with the American University. 


4" cos" HA, | 
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It follows then that for each », v,(&) is a monotonically increasing function of 
&, — 0° <a <.oo. In particular, for three values of « we obtain the values of 


A(a) = A(D), Ale) = (DV) 
explieitly. We have 


1 1 1 n 1 
A(0) Toner Al3)- EU e er on 
An—2 N an +2 
. an 8 a 1 
(0) = 0, (5) = „tan An’ - 
Son+i 
For other values of «, A(«&) and A(«) are continuous functions of «. We have in particulaı 
7(a) m | |r («>0), 
n—i, n?®—1 1° ; 
A)=a+", +". +05) (2 0), 
u 1 1 „3 1 
nn u ee cot In +0(4) (x— — oo), 
u 1 1 ,” 1 
)(&) = & 5 B- 8% tan In + o(-;) (x — oo), 
. n—i n?—1 a 
(a) = — a — ukglr "7° +0(,,) (x > — oo). 


These results are deduced in the section XI of the paper. Some „finite‘“ estimates 
for A(x) can be deduced from the results of the section X. 

The equation satisfied by the v,(«) is deduced in the sections IV and V while in 
the preceding sections I—III the properties of some determinants and of some special 
polynomials are developed as the preparation for the discussion of this equation. The 
discussion is pursued further in the sections VI and VII. In the section VIII we discuss 
in particular v,(«) and v„(«), and deduce from all these results the corresponding results 
for },(&) in the section XI. 

We may finally mention that the matrices D.” play a certain role in the discussion 
of the rounding off errors in the operations with the matrices. 


I. Some special determinants. 


If u, v are independent variables we will denote by y„(u, v) for n= 0,1,2,... 
the expressions 


_ De VE Tr De | 
vu 1-11 
(1.1) yıluv))=0 v u.--A11A (n>2), 


(I. 1°) v=l, yı =Uu, wp= - = u?—v, 


where the determinant is a determinant of the order n in which all elements of the principal 
diagonal are equal to u, all elements to the right of the principal diagonal are equal to 
1, all elements of the first diagonal to the left of and parallel to the principal diagonal 
are equal to v and all other elements are equal to 0. 








an 


Th 
foı 
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f If we subtract in the determinant for y„ the second row from the first and then 
develop in the elements of the first row, the coefficient of (u — vo) is y„-, while (1 — u) 
is multiplied by 


ee Zur Sr Se Mae TR u 


and this is at once verified also for n = 2. We obtain therefore 
(1.2)  Ynla, 0) = (n— 0) yn-ıla, v0) + o(u—1) ya-ılmo) (n22. 


We put now 


ua 13 1» ı: 
DE m Ei 
(1.3) ROTEN. ade Aa (n>2), 


000--v x 


(1. 3°) h=-a,h- ET uce —v, 
2 
where the determinant is obtained from that in (l. 1) in replacing the last element in 
8 the last row by z. The last line of the determinant in (I. 3) is the sum of the two lines 
| 000-.-.-.00 z—u 
m 000.00 u, 
- and it follows 
1e 
i (1. 4) {n(z, u, 0) = yalu,v) + (e— u) ya-ılu, v) (n>2). 
ts This is immediately verified also for n = 2. 
n We put finally 
) 
wir & 
u Are ER 
BaTTKumEE RE ae 
(I. 5) Fu(«, L, u, v) 0 Erg u 1 & (n . 2), 
0.  vaua 
+ MM 
(I. 5°) F,=ı, F, =ur— av 
where the determinant is obtained from that in (I. 3) in replacing all elements of the last 
column by « with the exception of the last element of this column which remains equal to x. 
If & # 0, it follows from (1. 5), (I. 3) 
ä 
Fn(a, T,. u, v) BE Ar u, 0) 
and therefore by (I. 4) 
” (1. 6) F,„(«, x, u, v) = ay,(u,v) + (2 — au) yn-ı(u, ®). 
[#) 
‚al This formula remains by continuity also true for « = 0 and is also immediately verified 


forrn=2. 
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I. @,(v). 
We define now the polynomials 9„(v) in putting u= 1—vin y,: 
(11.1) lt)= al, 0). 
From (I. 1°) we obtain 
(11. 2) =, si, m=r— +1 
and from (I. 2) 
(1.3) 9n = 1— 20) 94-1 — Yon. 
We put now in g„(%): 
N r Kam 


and multiply the resulting expression by 4" cos?" 9; we obtain then an expression 


1 

r a Zu 2n ) ö 

(11. 5) U„(6) — Ar cos Zar al 
From (11.5), (II.2) and (11. 3) it follows 
sin 30 

) — = 4 m m 
(11. 6) U,=1, U, =4cos?d —1 sind ’ 
(11. 7) U,(6) = 2 c08 26 U,_,() — U,_,0) (n=2%3,...). 


From (11.6) and (11.7) follows now 


sin (2n + 1) 0 

(11. 8) u.()—° en »0 
Indeed, (II. 8) is true for n = 0, 1 and the right hand expression in (11. 8) verifies obviously 
the recurrent relation (Il. 7). From (11.5) and (II. 8) we have 


1 re 


4cos?0) sind 


(11. 9) An cos | 


On the other hand, we have by a well known trigonometrie formula, in putting y = 2 cos 6, 


sin (2n +1)0 x Er Se 
sind = z( ) u » 
and therefore in introdueing » = n — u as the new variable of summation 


sin(2r +1)0 tn ._ nu 8,_uf® s = 
pn) ern)” 
In comparing this with (II. 9) we obtain finally 
(11.10) A)" yalı) = —(" 5 h 


III. The roots of @,., En + vP.-ı- 


The right hand side expression in (II. 8) vanishes for 0 = 
On the other hand we have by (II. 8) 

(111. 1) U„(6) + U„-ı(0) = 2 sin 2nd cot 6, 

(111. 2) U„(6) — U„-ı(6) = 2 cos 2n0; 


v 
2n+i 


)or Lo... + 1r(" n "orr+ +)". 


2 HET... 








th 
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therefore U„(0) + U„-,(0) vanishes for the n values 


(111. 3) a v=h,...n), 
while U„(6) — U„-ı(0) has the n roots 
(III. 4) 2 ü "EN RR 


The roots of g„(v) are obtained from those of U„(#) by the transformation (II. 4) 
and give 
1 


(111. 5) (= 1,..,8). 
.„ yn 
4 cos Inti 
We obtain thus from (11. 10) 
(III. 6) Yalv) = (— 1" 77 v— - : 
oe hcos 
2n +1 


On the other hand by the transformation (II. 4) and by (11. 5) 
Un(9) + Un-ı(9), Un(9) — Un-ı(0) 
become after multiplication by v" 
Pa(v) + vYpa-ıl®) 
and 
Palo) — vYn-ıl®)- 
To the roots (Ill. 3) and (Ill. 4) correspond respectively the (n — 1) roots 
(111. 7) 1 wuceraen 
Acost, 


2n 


of ya + vpu-ı (the n-th root becomes infinite since y„ + vy„-., is only of degree n — 1) 
and the roots 


(111. 8) 1 (3 1, ‚N) 
FE, „are. 
An 
of On — vg n-1* 
By (11.10) @„ + vpn-ı begins with the term 
Free nt air (— 1)" 108 + (— 1)" 2 use un 1 
= (- 4)r-Invr-1 
and 92 — vp„-ı With the term 2(— 1)"v"; we obtain finally 
n—1 
(III. 9) On + vpn-ı = (— 1)"!n I |? — : 
. 4cos? . 
2 
n 4 
(III. 10) Pa — V9a-ı = (— 1)"2 Io — ; 
v1 iegges 1 
4 cos? n 


19* 
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IV. General remarks on the speetrum of A*A. 


lf A(a,,) is a quadratic matrix of the order n corresponding to the transformation 


n 


(IV. 1) y= Zau% („= 1,:..,8), 


v1 


the speetrum of the symmetric matrix 


(IV. 2) $= A*’A = (s,,) 
is given by the set of n roots of the corresponding secular equation 
(IV. 3) AE—S|=0. 


This speetrum can be interpreted in a different way. If we form the quadratic form 


(IV. 4) $(z,) = Zy, = 35.2.8, 


n 1 


the extremal problem on the unit sphere 
(IV. 5) S5(x,) = Extremum (++ el) 
gives for the Lagrangian multiplier A in 


(IV. 6) S(&) — ‚(2 8-1), 


after elimination of the variables x,, again the equation (IV. 3) as condition, although 
usually only two roots of (IV. 3) correspond to the solutions of (IV. 5). 


In differentiating (IV. 6) we obtain the n conditions 


"n 


(1V.7) ZA, Yı — Ar, = 0 v1,...,0) 
pl 


in which we would have to introduce the values of y, from (IV. 1). 

If we introduce however instead of x, and y, another set of n variables z, connected 
with the x, by a non-singular linear transformation, the elimination of the z, from the 
transformed equation (IV. 7) gives the same equation for A s.nce the equation (IV. 3) is 
then only multiplied by a non zero constant. 


V. The seeular equation for DD” (n > 2). 


In order to obtain the secular equation for the DD" we have after what has 
been said in the section IV to apply the Lagrangian procedure to the expression 


(V.1) (mw + m + am + + tt tm tan? —AFE. 
v=1 


If we put 
(V. 2) z, = +" +2 bel. 


and use the convention 2, = 0, (V. 1) becomes 
(V. 3) Z (az, — &2,-1 + 2,-1)” —i 3%; 
v=1 v=1 


in differentiating this with respect to x, we obtain the set of equations 


(V.4) «az, — 0,,+23-)+ 3 (ea — az-ı +24-)=Ar, (v=h,...,n). 


kur+l 








eq 


2 n 


W 


and 


In 


int: 


wh: 


and 





10 


1a8 
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Here we write on the right hand side z,— z,-, for x, and bring everything on the left 


i2,N,— iz, + a(a2, — 02,-ı + 2,-1) + Z& (a2, — 02, -ı + 24-1) =( (v Be 1, ... n). 


k=r+l 
In reordering this and in using the notations 


(V.5) v=/l— a +o, u=a®—a+1—i 
we obtain finally 


n—1 


(V. 6) [22,-ı + us, + ZZ +. =0 (=1,..,n—I) 


k=r+1 
Eu: +(u+a«—1).,=0. 
The determinant of this system is just F,„(«, x, u, v) given by (1.5), for z=u+«—1. 
(1.6) gives therefore for this determinant the expression 
&“yn(u,v) + (u+ a —1— au) yn-ılu, v). 

Further we have from (V. 5) u = 1 — v and our determinant becomes therefore by (II. 1) 

(V.7) 4,„(v, &) = apn(v) + (x — 1) vp.-ılV). 

The spectrum of D”” D'” is therefore obtained in solving with respect to A the 
equation 

(V.8) 4A,(v, oc) = ap,„(0) + («a — 1) vp„-ı(0) = 0 =i—a?+ oa). 


VI. The diseussion of A, and Q,. 


In the following discussion we will keep n fixed and denote the roots (Ill. 5) of 
P„(v) and the roots of @„-,(0) respectively by x,, x}: 
1 1 


(vVL.1) 2, = a bol,.Hn = o= =1,..„n—IN). 
wi IB. 
4 cos anti 4c08 a 
We verify immediately the inequalities 
v v v 2’+1 „+1 Hr a 
Brent nn EN 


and obtain therefore 


1 ; 1 
(VI.2) z,< << u 
ru 


4 cos? 2. 4 cos? 


In particular, the roots of 9„-, separate the roots of y,. 


< 3,41 =h,..„n—Ii). 


If we develope now 


Pn-1(%) 
—v 
Pn(v) 
into partial fractions 
(v1. 3) RN Pn-1(%) ER >> Pı s, 
Pn(v) 10 —%, 
where the „polynomial term“ is 1 as follows immediately from (II. 10), we have 
VI.4 MORE... =. 
Bi ’ (az) 


and in putting v = 0 in (VI. 3) 
(VI. 5) 3P-1. 


v-1 % 
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It follows from (VI. 4), since both the roots of o,_, and of p, separate the positive roots 


of 9, that all p, have the same sign and therefore by (VI. 5) are positive. 
Consider now the quotient 

An(o, &) 

V1.6 n(v, &) = - 

ME et Er 


we have from (V.8) 


a... 48 
Qnlo, «) ii Pn(%) 1 Zu tes 1 ’ 
and in using (VI. 3) 
F' 
a ee 
(1.7) Qnl®, hen Prnar ahnen 1, P,>0. th 
It follows from (VI. 7) that Q,„(v, «) is steadily decreasing if v grows through any interval 
containing none of the z,. Indeed we have 
dQ, (v, x) erz r Pr 
dd = (v — 1,)? “r 
In particular, if v» grows from x, to &,41, Qn(v, &) decreases monotonically from + 
to — oo and assumes therefore in (z,, 2,,,) any real value exactly once. We see that 
for any value of «+ 1 the equation (V.8) has exactly one root in any of the open bi 
intervals (z,, 2,;,)- n 
ul 
VI. The roots of A,(v, a). 
tl 


In what follows we denote the roots of A,„(v, «) with respect to v, ordered in- 
creasingly, by 


(VII. 4) v,() <ola)<**-. 


Since ee decreases with increasing & + 1, the corresponding root of Q,„ laying in 


(2,, %,+1) is increasing with increasing «. If we take now into account the roots of (III. 9) 
and (III. 10) corresponding to &« = »o and & = }, we obtain the subdivision of the interval 
from x, to x,;, corresponding to the subdivision of the «-axis from 1 to &, from — x 
to 0, from O0 to 4 and from $ to 1. In the diagram 1 below, the roots of A, from the interval 
(I &y41) for & from one of the partial intervals of the lower line lie in the corresponding 
interval on the upper line, and » goes from 1 ton —1. 


1 1 
PR Z,; „ar +1 
2, u x, u Zur 
1 — ) 
v,(&) %,41(%) 
4 ZZ 
1 oo — oo 0 3 1 
Diagram 1 


On the other hand if v goes from — oo to x,, we can take for & the values between — © 
and 1 and obtain therefore the following diagram: 








vv. — \ 
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1 
7 

Ju N 4 cos? = . 
nl— ) 

v,(%) 
el— ) 
— 00 0 4 1 

Diagram 2 


Finally, if v grows from x, to oo, we can take for « all values from 1 to oo and obtain 
the following diagram: 


In 
u ) x 
Un(%) 
ar— ——)o. 
1 
Diagram 3 


The resulting distribution of the roots from x, to x,;, between v,(x) and v,;,,(x) has 
been already indicated in the Diagram 1. We see in particular that A„(v, «) has exactly 
n real and different roots for any «&, except the case «x = oo where, as follows from (III. 9) 
und from the diagram 3, the n-th root becomes infinite, but the n roots remain different. 

In combining the information contained in the Diagrams 1, 2 and 3 we obtain 
the result, that each v,(&x) (v»=1,...,n) is a monotonically increasing function of « if « 
runs from — 00 to oo. We have in particular 





di ©) ; - 1 ’ v,(0) m %,-ı > - 1 9 
2 Weder 
4 c0s 9 7 4 cos an j” 
1 1 
(VII 2) v,(3) —. 2» as 1 ’ v,(1) rs T, = ME; ’ 
; 2 2 
4 cos r 4 cos 43 
(x) = (<<); 
4 cos? er 
2n 
1 
y(— x) = —o, v,(0) = 0, v,(3) = 1 N) 
4 cos? da 
(VII. 3) 
1 1 
ul)= = HR —; 
4 cos? - 4 cos? 
| In +1 2 
Mo ne 
4 cos? dn ? A cos? 3 | 7 
(VII. 4) 1 1 
Ol ) Rn , v„(1) = >= y v„() == 00 
f PER 1 Zurk 4 cos? un 
| 4 2n+i 
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On the other hand it follows from (II. 10) and (V.7) 
(V11. 5) Pn(0) = 1, An(0, co) = ee, 


VIL6) Al,a)=(—1) v—n(a+ °7,) +]. 





Therefore we obtain 


(V11.7) v(&) *--v.(a) = & 
(VII. 8) nl) + Hot) =nla+”,'). 
For «= 1 we obtain from (VII. 7) 
(VII. 9) EEE 
and, if we apply this to 9„-,(%), 
(VII. 10) Berk, el. 


Since A„(v, «) has for any «, including oo, n different roots, we see further, that the 
development of each of v,(x) in powers of &— «, or in powers of - has integer ex- 


ponents only. 


VII. The diseussion of v,(«) and v,(a). 


It follows from (II. 10), that 


“r A)r (Pn + v9.-1) ag 3 1) Bar ) 1 ad 
(VII. 1) ” | 
= — nor + F z ) pn —2 -(* Pr *) un3 1 ... + (—1)"-1(2nr —2)v + — 1)", 


and we have therefore for the sum and the product of the roots of this polynomial as 
they are given in (III. 9), 


01 PER 
(VII. 2) 1ER. -,(})-" 1, 
> vr n 3 6 
4cos?, 
2n 
n-1 
(VII. 3) A ZU 
oo” 7 
2n 
lf « runs between 1 and oo, it follows from (VII. 2) and (VII. 3), that 
2,<v,(e) < . —= v,(00) («>Ai;v=A,..,n—I1), 
4 cos? =. 


2»(a) = %,(00) + 0(-) («-o; v=A1,..,n—1), 


and therefore in summing, in virtue of (VIII. 2), 


n—1 n—1 n?—1 
3 2,<2v,le) < 6° 
(VII. 4) 2 In 


Eu@-", +0(,) (« + 00). 


v1 


& 











ar 











On the other hand it follows from (II. 10) 


(VIIT. 5) 2u=("}' 
v=|1 


) 


and therefore by (VIII. 4) 


n—I Biel 
(VIII. 6) (" £ )-2< Z v,(a) < - 6 J 
v=1 
Here we have 
a En ! 
al ,„ nm TR ‚ 7 j 
4 cos Inti 4 sin Hün +1) 


if we introduce this in (VIII. 6) and use (VII. 8) and (VIII. 4) we 


n—1 


n 
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obtain, since 


vn(a) — na = (2) — 2 v,(e): 
; v1] 
(2n — ET) one) — na < 1 wer >, 
4 sın? —, 
(VIII. 7) 4n+2 
2 u (2n —1)(n—1) -) 
| 9r(®) =na+ 6 + o(, (x > oo). 
On the other hand it follows from (VII. 3) for « > 1 
. - <vı(a) < s - 
2 2 
4c08 In+i 4 c08 an N 
(VIII. 8) 1 FE 4 PB 
7 van In ri < le) zz tan On 
u 1 .” 1 een 
91) = Z E= Z tan In + Oo (2) (x 00) 
We assume now & <1. Then we obtain from (VII. 4) the inequalities 
PN "7 ZA. («<0), 
et 4 cos? Ari 7 
2n 2n—A1 
- , < (ea) < - 0 
(vII.9) ! n—A ui“ In —i m<a<t, 
4 cos? n 4 cos? 
2n —1 An 
= < vl) < . (4 <a<I1) 
FORT. En u kcos? E77 
| An 2n +1 
For v,(x) we have from (VII. 3) at once 
1 
<v,(e) < 4 <a<1), 
4 cos? 4 cos? 
4 2 1 
(vun. 1 P ’ nr 
0 <vı(a) < (<a<}), 
7 
4 cos? 
| an 
Journal für Mathematik. Bd. 193. Heft 3/4 20 
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and it remains to consider v,(&) for negative «. Here we have by (VII. 2) and (VII. 4) 


u <v,(«) <=,_ı (= ih n), 
4c08?— -—— nn 
2n 
1 1 
ne a ol ea 
4cos? a 
2n 
Zul) = 2 ——-+0(2) re 
"=" cos? 
n 1 n n 
2 „—1i <2vu()<28,_,-. 
"4008? us v-2 
2n 


The sum to the right is obtained from (VIII. 5), while the sum to the left is given 
by (VIII. 2); we obtain 


n?—1 —41 


6 < Ende) < (2) Zr,(a) = ar 4 1 


+0(2) (@-—o), 


and it follows now from (VII. 8) 


lo<mtg nn IR I (« <0), 
(VIII. 11) ’ 1 j k 
0.la) = na + | ae an ’+0(,) (x = — 0). 
We have now from (VII. 7) 
X 
here we have by (VII. 2) and (VII. 4) for «> 0: 
v,(a) > x_, («>0; sv =2...8), 
and it follows from (VII. 10) 
(VIII. 13) v,(8) <« («>0). 


On the other hand, if we assume now 3 > & > 0, we have 
v,(«) = v,(3) (v Kae; 2, ... n) 
and therefore by (VIII. 12) and (VII. 7) applied to x =}: 





s }) x 
VII. 14) (a) > ‚FWRERPFOUOEOL.... TEEN >&>0). 
BL EHE TErEr Vic VEzEr N per 
An 
IX. ?%, (a). 
Consider now the fundamental roots },(&) of D”" D”, ordered according to their 
magnitude 
(IX. 1) (a) S Ayla) SS Ale). 
We have in virtue of (V. 5) 
(IX. 2) ),(&) = a — x + v,(e) (v=1,..,R), 











107 


an 


W 


an 


W 


an 


an 


In 


an 


Fu 
sec 
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4) so that the equality in (IX. 1) is impossible. The product of the }, is equal to the square 
of the determinant of D”: 
(IX. 3) Aıla) Aula) = ar. 
On the other hand it follows by (VII. 8) and (IX. 2) 
(IX. 4) Al) ++ Anl) = nat + (2), 
and further from (IX. 3) 
ax? 
(IX. 5) klao)= —, 
IT 4,(6) 
We have from (IX. 2), (VII.2) and (VII. 4) 
n 4,(&) > v,(0) = &/_, (>1,2—0), 
and therefore in virtue of (VII. 10) 
n n-l 
(IX. 6) 11 4,() > Ta} = 1 (2.0). 
3 r=| 
We obtain now from (IX. 5) 
(IX. 7) ),(a) m a?" (x«— 0). 
For i„(«) it follows from (IX. 4) 
(IX. 8) An(a) = nat + (2)- (Aka) ++ An-ıla)), 
and further from (IX. 2), (VII.2) and (VII. 3) 
. 1 1 
(IX.9) Al) = a — «+ +0(-) (=4A,..„n—1; «- oo), 
Acosı a 
2n 
and therefore by (VI1l. 2) 
n—|1 DER 
5 )(a) = (n— 1) ®@ — (n—1)x+ e - 1 + o(-) (x -- ©o).- 
r=] 6b X 
Introdueing this in (IX. 8) we obtain finally 
I ern . uk 7 o(-) eweil. 
If &— — oo we have by (VII. 4) 
(IX. 11) o.(e) - 1 FR. MEER 
FORT uni Asin? „" 
2n 2n 
d and therefore 
1 1 n 1\ 
j) u DE Kan. Zn 2 Z n u 
(IX. 12) In(&) = & x + 7 = ? cot? In + o(-) (x 00). 
Further, in the case of A„(x), we can obtain from the bounds for v„(«&) derived in the 
section VIII, immediately further estimates for great | « |. 
20* 








156 Ostrowski, Spectrum of a one parametrie family of malrices. 


X. Bounds for A, (a) for small |a |. 


We have from the definition of v,(«), since A„(v, &) begins with (— 1)" v*, 


(X. 1) Krnle) + (x — 1) von-ı(W)= NM (v,(«) — v). 


v1 
In replacing here v by «— «a? and in using (IX.2) and (IX. 3) we obtain the 
identity 
&yn(ax — a?) — (x — 1)’ apn-ı(& — a?) = ar, 
and in dividing this by «, 
(X. 2) Yn(&x — a?) = (x — 1)? yn-ı(x — a?) + a®r-!, 
and therefore by induction 
n-1 


Fn(& — a?) = (a — 1)P ar 2-14 (a 1)2r, 


= 


On the other hand we have from (X. 1) for «= 1/2 and x = U 


ne) —vpa-1l) = 21) — v), 


r=] 
vg „-(W) = —I (v,(0) ai v) = vJI (v,(0) BZ v) ’ 
r=1 v2 
and in replacing in both formulae v» by x — «?: 


(X.3)  gula— a) — all — 2) yn-ıla— a2) = 217 (0) + Ro), 
r=| 


(X. 4) 1n-1(2— a) = IT (v,(0) + a — 2). 


To obtain direetly a representation of y„(& — x?) in the form of a product we replace 
in (111.6) vo by («x — x?) and use (VI. 1) and (VII. 9). Then we have 


n n 1 
Yn(& — x?) = II (2, + a — a) = (1! 3 2), 
r=| sun N\ y 
Bi POHL... EEE GER Or 5 GEL... 
zu ae 4 sin In+t’ 


and therefore finally 


£ n v7 

(X.5) ul) = II (q — 20)? + kalt — a) sin ,,"" 1) 

If we have now 

(X. 6) 0<a<j}, 
we get from (X. 5) 

0 < Pn(& = a?) <a (n >. 0) 

and by (IX. 2), since v,(&) monotonically increases with «, 

(X. 7) v,(0) + @ — a < 3,(a) <o,(}) + a — >11). 
But here 0 < x — a? = «(1 — a) < 1/4, while by (VII. 2) v,(0) > 1/4 (v > 1). Therefore 
all terms in (X. 7) are positive and 


n n 


(X. 8) II (v,(0) +22 —e)< II },(@) < u (v,(4) + @® — &). 


vaÖ v-Ö v‚=_ 











We 


and 


We 


On 


and 


we 


whe 


and 


It ı 
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We have now from (X. 8) 


A) Mr Ale) 
v() +o?— a ” 


’ 


Im +3) 

and therefore in virtue of (IX. 3), (X. 2) and (X. 3) 
ir IN... TEE 
(+ ara” ala — a) — la — a9) nl — a) 


Ann 


Eu a 





We obtain therefore finally, as y„-,(x — x?) is positive and < 1, 


Am 1 + 0: — \ 


2 
4 cos Zu 


Ale) > V-JA-) Ham P<arci 


(X. 9) 
On the other hand we have again from (X. 8) in using (IX. 3) and (X. 4): 


n 
II ),(%) „an 
ic ai a 


TL(8.(0) + 0 — 6) 


and therefore by (X. 5) applied ton —1, 


In-ı(%& — 4°) 


X.10) Aw) < FE alien 0<a<!). 
IT (1 — 20)? + 4a (1a) int, "| 


If we make now the hypothesis 


(X. 11) «<h, 
we have then 
v,(0) + @ — x > A,(&) > v,(— oo) + @® — (>1), 
where 
v,(— x) = ı Bear 
v—A 
4 cos? 7 
2n 


and all terms are positive; therefore, in multiplying and in using (X. 4): 


” n-1 4 
(X. 12) Pn-ı(l& — a?) > II /,(a) > II pr “+ . ) 
v-23 vr=1 , 
2 


I 
4 cos? 


It follows now from (IX. 3) 


2n 2n 
(X. 13) . < /ıla) < -—— en: 1 (x <0). 


PIn-1(& — a2) 


=] 
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On the other hand, if we put in (III. 9) v = «— «?, we obtain 


n—1 1 
2 [pnla— a2) + (0 2) 9n-1(a— )] = M Fr a+ ) 
vl VI7T 
4cos? 


2n 


and therefore by (X. 2) 


x.1) Tle—ar+ — 


ne” VIT 


4 cos? - 


)° [at + (1 a) yn-ıla— a3]. 
2n 


We have, since the roots of y„_, are x), 


n—1 


(X. 15) Y,-,(& — a2) = II(r, + «@®— 0), 
vr=| 


and this is > 1 in virtue of (VII. 10) and tends to 1 if « t 0. We obtain finally 


a?n nx?” 


a AS ee Fi 


(x <0), 


where both denominators are > 1 and tend to 1 with &«— 0. 


XI. A(D") and A(D\). 
We have by definition 


(X1.1) A(a) = A(DW) = V},(e), 

(X1. 2) i(a) = AD") = YAı(e). 

For A(x&) we obtain at once from (IX. 2) and (VII. 4) the values 

1 1 1 n 
A(— oo) = oo, A(0) = et. A(z)= 500 in’ 
2sin a 
(X1. 3) f 
A(l) = u A(o0) = w. 
2sin Ant? 


The asymptotic behavior for | «| — oo is easily obtained from (IX. 10) and (IX. 12). From 
(IX. 10) we obtain, in developing the square root of the right hand expression, 





1/, , n—1, (n—NAn—1), ‚(Aı_ n—1 , nm®—1 (&) 

«y1+ & + 6x2 '+0(5)= «lt + 2x + 24x? rn ; 
. BE TE er | 

(X1. 4) Al)=a+", + +0(4) (x oo). 


From (IX. 12) we obtain in the same way 





«| 


u er re T\_ 
Aeztat +05) - 





=|e| 


1 1 n 1 
tt 
1 1 n 1 
(X1. 5) Ad)= +5,’ + o( («+ — oo). 


2 8% x? 











Fi 


fo 
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On the other hand it is easy to see that A(«) is monotonically increasing with « 
from «= 0 to «— oo. Indeed A?(x) = A„(x) is, as we have used in the section V, the 
maximum of the quadratic form 


(ea) +(az +)” ta + +)’ + tan +++ 2-1)? 
on the unit sphere 2 +++ .22=1. This maximum is obviously assumed for non 
negative values of the variables and is therefore increasing with «= 0. 

We consider now A(&). Here we obtain immediately from (VII. 3) and (IX. 2) the 
three special values: 


(X1.6)  0)=0, (5) 1 ın De 


a he © Sinai Feuer” 
2n+i 


Further, for «— oo we have from (VIII. 8) by (IX. 2) 








3ı(e) = @—a+g + ztant7+0(-) (x — 0), 
ua=alt—t+ + Ita &40(8)] 
u «lt. + gu; tan? 3 +0(5)), 
ins g + gutan? + 0() >. 


Finally, for «&— — oo we have from (VIII. 11) and (IX. 2) 


n—1 (2n—A)(n—1) 1 
+ & + 6a? 5 o(3) 


- ef ro 


Aa) | «| 








2402 «s®)/|’ 
n—ıi n?—i 1 
(X1. 8) M)=—a— "5", +0() en 
Finally from (IX. 7) follows at once 
(X1. 9) A(a) m ||" (<—0). 


The discussion of the monotony properties of A(«) for « <0 and A(«) for «> 0 
appears to present considerable difficulties. On the other hand, we can prove that /(«) 
is monotonically decreasing for « <0. Indeed, if we put 

a—=—ß, B>0, 5 


the transformation with the matrix D” is 


If we write here y„ = —z,(r=1,...,n), we obtain the inverse of the above trans- 
formation in eliminating successively &,, &,, ..... from the right side expression in 

I, = y2ı 

%g = Y2a + YAı 


Br Bi, A A Er ee We 


nH=yatyaı tt ‘+ %-ı)- 
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The result will be a transformation $: 


(5) I, = z Au(y) Zu (v r ih, ..-. n), 


nel 
where A,,(y) are polynomials in y with non negative coefficients, and we have 


1 


(XI. 10) 1(D®) — 1 


On the other hand, the maximum of the quadratic form 


B> ( ZA) 2. 


r=1l \p=l 


on the unit sphere $& 2), = 1 is obviously attained for non negative z, and is therefore 
u=]1 
monotonically increasing with y. By (XI. 10) A(«) is therefore monotonically decreasing 


with » and monotonically increasing with f. We see that if « goes from 0 to — ©, A(a) 
monotonically increases from 0 to &. 


August 7, 1952 


American University, Washington, D. C. and University of Basle, Switzerland. 
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Hasse factor systems reduced mod p '). 


By K. Masuda in Yamagata. 





The concepts of Hasse factor systems?) and their direct decomposition ?) enable one 
to generalize a certain part of the number theory of Kummer fields to general Galois 
fields. In the present article the author aims to discuss the direct decomposition modulo p 
of suitable Hasse factor systems associated with extensions with given Galois group 
over a given algebraic number field), in generalization of the theory of n-th power 
residues modulo p. Its foundation is E. Noether’s theorem on the existence of a p-normal 
basis 5), formulated and proved directly in $ 1 from a Galois theoretic point of view. From 
it follows in $3 the desired generalization in the special case of p without higher rami- 
fication in the extension with given Galois group. In $2 A. A. Albert’s theorem®) and 
its application to the local class field theory are discussed. In the case of higher rami- 
fication, circumstances are more complicated, and the author has not yet obtained any 
satisfying result. 


1. Noether’s theorem on p-normal basis°). 


Let k be a finite algebraic number field, and K a finite Galois extension field over k 
with Galois group G. Let m denote the 1. c. m. of the order of elements of G, and o the 
principal order of k, OÖ that of K. Let p be a prime ideal in k, p = (Bı Ba: * * B,)* its 
decomposition into a product of prime idealsin X, and Z,, T,, V, and o, denote respectively 
the decomposition group, inertia group, ramification group and one of the Frobenius 
automorphisms of K/k for ®, i=1,2,...,.8 BZ 71, Vı and o, are also denoted 
for brevity merely by ®,Z, T, V and o. Let u, = & (the unit element of G), us, - - -, Ay 
be a complete system of representatives of right cosets of G over Z corresponding to 
Pı, Par... P, and f the residue class degree of ® with respect to k. The residue class 


ring O/p, denoted by X, is clearly an algebra over the residue class field o/p, denoted by k, 
having G as its automorphism group. 


Theorem 1. Wis a Galois algebra over k, that is, A is as G-k-module isomorphic with 
the group-ring © of G over k, if and only if V consists only of the unit element e of G. 


1) The author owes his motive for the present article to Prof. H. Hasse’s kind letter to him, in which Prof. Hasse 
said that the characterization of the decomposition group by direct decomposition in kp of Hasse factor systems?) 
should ‚be followed by the characterization of the inertia group and ramification group. The problem remains un- 
solved in the present artiele in the most interesting case when higher ramification oceurs. The author hopes to 
attack this case before long. 

2) H.Hasse, Invariante Kennzeichnung Galoisscher Körper mit vorgegebener Galoisgruppe, Crelles Journ. 187 
(1949). 

3) K. Masuda, Direct deecompositions of Galois algebras, Tohoku Math. Journ. 4 (1952). 

4) Alldiscussions in the present article hold also for algebraie function fields of one variable over finite fields. 

5) E. Noether, Normalbasis bei Körpern ohne höhere Verzweigung, Crelles Journ. 167 (1932). 

®) A. A. Albert, On p-adic fields and rational division algebras, Ann. of Math. 41 (1940). 
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Proof. Take an integer E in © such that 
E =1 mod # 
E =0 mod (Pa Ps- - - Po)”. 
Glearly 
E=1 mod % 
Er =0 mod (Bı °** PBı-ı Bir Bo) ' 
The residue elasses Ei of the E"i in O mod p are mutually orthogonal indecomposable 
idempotents of W, and we have 


=, 3,. 8: 


where 1 is the residue class of 4 in O mod p. So Theorem 1 follows readily, if we prove 
that V = {e} is a necessary and suffieient condition for DO/®’, denoted by ®, to be 


a Galois algebra over o/®* (subsequently identified with k) with Galois group Z°). 
The necessity is clear, and we prove only the sufficieney. Now suppose that V = {e}. 
Let K, denote the inertia field of ®, ©, its principal order, and ®, the prime ideal in X, 
divisible by ®. Let the integers W,, W,;,..., W, in ©, form a complete system of re- 
presentatives of residue classes in O, mod ®, and denote by W, the residue classes in O 
mod ®° of the W;. Let L be an abstract extension field of k obtained by adjoining 
toka primitive ef-th root of = 1). Take an integer /T in O such that ®/IT but B?411. 
Clearly the W, IM with i=0,1,...e—1; j=1,2,...,/ are a basis of ® and 
kW, +..+ kW, is a RER of ®, denoted by €, where the m denote the residue 
classes of the ZI‘ in DO mod ®°. Now extend the coefficient field k of ® to L, denote 
the thus obtained algebra over L by B, its subalgebra LW, +'..+ LW, by €, and 
extend the automorphism group Z of K to L so that Z leaves every element of Li 
invariant. Then Z becomes an automorphism group of the algebra B over L. € is semi- 
simple. Let ® be an indecomposable idempotent in €. Then the a” (j=0,1,2,..,.f—1) 
are, as is easily seen, mutually orthogonal indecomposable idempotents of €, and we 
have 


2 I ., 
er: 


Now B is a Galois algebra over€ with Galois group T,, because the m (i=0,1,2,...,e— 1) 
elearly form a factor basis. So ® is a Galois algebra over Z with Galois group z. As ® 


and ® lead to equivalent representations of Z®), ® is a Galois algebra over k with Galois 
group Z. This completes the proof of Theorem 1, as was observed above. 


2. Albert’s theorem°). 


_ Theorem 2 (Albert). ‚Suppose that p + m. Then Z is abelian if and only if every 
e-th root of 1 belongs to k. 


cr) 
8) M. Deuring, Galoissche Theorie und Darstellungstheorie, Math. Annalen 107 (1933). 
»), Ch. 9). 








al 
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This follows from 
Lemma (Speiser) !°). Suppose that V = {e}, and let r be a generic element of 7. Then 
o-!ro = r'k® 
where N,» denotes the number of elements in k. 
Proof. There exist clearly integers $S, T in ©, such that 


1°" = SII mod $? 
I" =TIl mod ®:. 
Then 
1 


(IP *y = T’(SII) = T’II mod ®%?. 
As o is one of the Frobenius automorphisms of ®, we have thus 


re" — TNr® J] mod ®%, 
and the Lemma follows. 
Now +? — r holds if and only if 7°*+ — T mod $ for a primitive e-th root r 
of 1 mod $,. So Albert’s Theorem follows from the Galois theory for the finite field X, /k, 
where K, denotes the residue class field O,/®, 
Let A be an integer in ©. There exists an integer A, in O, such that 
A= A, mod ®. 
And clearly 
Nep A = Ne, A, mod p. 
So from Albert’s Theorem we obtain the following 
Theorem 5. Suppose that p + m. Then 
[k* : Na A*] = 
if and only if Z is abelian group, where k* denotes the multiplicative group of tlıe 


non-zero elements of k, and NyxA* the subgroup of k* consisting of the norms of the 
regular elements of W. 


Proof. Observe that k* is eyelic and [k* Nik AK) = 1. 


3. p-regular Galois structures. 


Suppose from now on that k contains every m-th root of 1 and that p+m. Let X 
be the set of all irreducible characters of G in the complex number field, A, and €, 
respectively the irreducible representation of G ink with x as its character and "the Hasse 
factor system belonging to Ä/k. We say that the Galois structure S ={A,, C av Pr V eX}, 
associated with X, is v- regular if and only if all elements of the matricesin A, and €, 
are p- integers. Consider in this case the Galois structure $ — : {Ay ‚Cr ER} me X } oc 
over k obtained from & S by the natural mapping = of vo on k ainbeidtet with the Galois 
algebra A over k with Galois group G. The existence of p-regular Galois structures asso- 
ciated with X/k follows from Theorem 1 and our assumption p + m. The p-component D, of 
the diseriminant D of the factor basis {W, ; ye X } associated with the p-regular Galois struc- 
ture © is equal to that of the diseriminant of O over v. So tlie p-regular Galois structures 
associated with Ä/k are characterized among all p-integral Galois structures associated with 


10) Cf. ®) and A. Speiser, Die Zerlegungsgruppe, Crelles Journ. 149 (1919). 





21” 
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K/k by the propeıty that the p-component of the factor basis associated with the former 

is the minimum power of p among that of the latter. D can be calculated from C,, „ as 

follows. Let {U’; v€eG} be a normal basis of K/k. {V, = ZA, (v-!) Ur; yeX}is a factor 
veG 


basis. From the automorphism of K/k as G-k-module determined by the correspondence 
V,-<>-W, we obtain a normal basis {V’r; veG} such that 


W,=34A,(r"')V". 


ve 
We have 
ZALt")V” x zA (lv) = 2AxXAlr) IC. 
veG ve@ ve@ 
So 
2(2 Aylr!) Vx ZA, "') "), = 2(2 A, x A,(v)- Ve.) 
AEG \ve@ ve@ 1E@ \ve@ 
= EZA,xX A,(Ar-t) Pens 
a ®» 
=2(2 A, x A,(Av!) ”Ceo,) 
— (Z er -A, x A,(G) Cr 
ve@ 
From 
ZzV.-2V’= 53V -C. 
ve@ ve veG 
follows 
Ca = P V’. 
veG 
Thus 


z| 3 A,(vr!)V’ x 2A, - vi = (14, x A,(G) C,,y- 
€G \ve@ v’€@ 
This gives the Sp(W%? » W6’?) where W©” and W$?? denote respectively the ij-ele- 
ment of W, and the v'j’-element of W,. 

Now we obtain easily 

Theorem 4. If p + m, the decomposition groups Z; of p are characterized as the mini- 
mal subgroups of G for which there exists at least one p-regular Galois structure associated 
with Ä/k having direct decomposition modulo p. 

The inertia groups 7, of p are also characterized by the Galois structure of K/k, 
as a p-regular Galois structure determines the nature of the radical of O/p!). 

From the two characterizations of Z we obtain 


Theorem 5. Let H be a subgroup of G. There exists a Galois structure in A, (the 
completion field of k with reference to the valuation determined by p) associated with 
K,= k,K over k, having direct decomposition with respect to H, if and only if there 
exists a p-regular Galois structure associated with Ä/k having direct decomposition 
modulo p with respect to H. 

The above theorems hold even for prime ideals dividing m, but having no higher 
ramification in K/k, if we understand modular Hasse factor systems of G in k and their 
direct decomposition in a suitable way!?). 


1) 0f, 1), 
12) K. Masuda, One valued mappings of groups into fields, forthcoming in Nagoya Math, Journ. 
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As a special case of Theorem 3 we note 

Corollary. Suppose that p+ m,ack,, pta, and that k, contains every m-th root 
of 4. If a is an n-th power residue modulo p in k,, then a is actually an n-th power 
of an element in A,. 

From now on we do not suppose that k, contains every m-th root of 1. The proof 
of Theorem 3 shows that every finite Galois extension of k, without higher ramification 


is obtained as *,(Y4, va), where p+n, Il,ck, Iyı), I,=0modp, and e|n. Take an 
element ® in k, such that p| ® but p?+ w, and fix it from now on. There clearly exists 


an integer A in k, yı) such that 7,= Aw, A #0 modp. As A"rP-D 1 modp, 


n(N.p-1: 
we obtain from the above Corollary (tn r,( yi) in place of r,) 


n’(N,p -1)* e 


„(l  yi,ya)>a,(lfi,ym). 


So the join field 2 of all finite Galois extensions of k, without higher ramification is 
generated over k, by all n-th roots of 1 and all n-th roots of ® for every integer n prime 
to p. We denote by X the field generated by all such roots of 1 over k, and by o the 
Frobenius automorphism of Z/k,. Take an extension of o to 2/k,. We fix it and denote 
it also by o. We fix for every power / of each prime natural number ! an Ü-th root £, ; 
of 1 and an ?-th root ®, , of ® such that 


Al a 
Cu; = um > Wir1° 
The transformation 


RL 


determines an automorphism 7 of 2/&. If an element in 2 is kept invariant by both o 
and r, it clearly belongs to k,. So the group generated by o and r is dense in the Galois 
group of Q2/k, with respect to the usual topology. Speiser’s Lemma in $2 shows that 
o !zor""k® keeps invariant every element of 2. So from the Galois theory follows 


o'ro= ri, 


Clearly this is the only relation between o and r. Thus we obtain 
Theorem 6:3). The Galois group of the maximal field without higher ramification 


over k, is isomorphic to the completion group 4) of the group generated by two elements 
o,r with the only relation 


o !ro = ri 


with respect to the usual topology of the Galois theory. 


18) Cf. O.F.G. Schilling, The theory of valuations, Chap. V., $10. 
4) Theorem 6 involves implieitly the existence of the completion group. 


Eingegangen 15. Juli 1953. 





Das Einbettungsproblem galoisscher Algebren. 


Von Paul Wolf in Hamburg. 


Einleitung. 


In einer kürzlich erschienenen Note!) habe ich die Aufgabe behandelt, die Gesamt- 
heit aller galoisschen Körper K mit vorgegebener endlicher Galoisgruppe & über einem 
ebenfalls vorgegebenen Grundkörper 2 durch Invarianten zu beschreiben. Die darin 
gegebene Lösung dieses Problems, die als eine Verallgemeinerung der Kummer-Erzeugung 
abelscher Körper gedeutet werden kann, ist eine Neufassung und Verallgemeinerung einer 
Theorie, die von H. Hasse?) begründet und durch eine Reihe von Arbeiten anderer 
Autoren?) ergänzt wurde. 

Setzt man nun noch voraus, daß der Grundkörper 2 über einem Teilkörper 2, 
galoissch mit einer gewissen endlichen Gruppe g als Galoisgruppe ist, so entsteht das 
Einbettungsproblem als die Frage nach der Existenz von galoisschen Körpern K/2 mit der 
Galoisgruppe &, die auch über 2, galoissch sind und über 2, einen vorgegebenen Er- 
weiterungstypus &, von & mit g als Galoisgruppe besitzen. Dieses Problem ist für den 
Spezialfall eines abelschen Normalteilers & und unter gewissen Voraussetzungen über (2 
von H. Hasse in mehreren Arbeiten*) behandelt worden. 


Für den allgemeinen Fall konnte ich unter Benutzung der Begriffsbildungen aus 
WTK eine Kennzeichnungstheorie entwickeln®), d.h. an der Invariante von K/2 ent- 
scheiden, ob K über 2, der gestellten Bedingung genügt. Auf die Frage nach der Existenz 
solcher Körper K mit vorgegebenen Galoisgruppen über 2 und 2, wurde dabei nur insofern 
eingegangen, als es gelang, die diesbezügliche in HEM I von H. Hasse ausgesprochene 


ı) P. Wolf, Grundlagen der Theorie der invarianten Kennzeichnung galoisscher Körper mit vorgegebener 
Galoisgruppe. Math. Nachr. 9, 201—216 (1953); im folgenden zitiert mit WTK. 

2) H. Hasse, Invariante Kennzeichnung galoisscher Körper mit vorgegebener Galoisgruppe. J. reine angew. 
Math. 187, 14—43 (1950). 

®) H.-W. Knobloch, Zur Kennzeichnung galoisscher Algebren mit vorgegebener Galoisgruppe. Math. Nachr. 6, 
21—44 (1951). 

T. Nakayama, On construction and characterization of Galois algebras with given Galois groups. J. reine 
angew. Math. 189, 100—117 (1951). 

K. Masuda, Direct decomposition of Galois algebras. Töhoku math. J. II. Ser. 4, 122—130 (1952). 

P. Wolf, /ur invarianten Kennzeichnung galoisscher Algebren mit vorgegebener Galoisgruppe. Abh. math. 
Sem. Univ. Hamburg 18, 179—195 (1952). 

.“) H. Hasse, Invariante Kennzeichnung relativ-abelscher Zahlkörper mit vorgegebener Galoisgruppe über 
einem Teilkörper des Grundkörpers. Abh. Deutsch. Akad. Wiss. Berlin, math.-nat. Kl. 1947, Nr. 8; im folgenden 
zitiert mit HIK. 

H. Hasse, Existenz und Mannigfaltigkeit abelscher Algebren mit vorgegebener Galoisgruppe über einem 
Teilkörper des Grundkörpers. I; II; III. Math. Nachr. 1, 40-61; 213—217; 277—283 (1948); im folgenden zitiert 
mit HEM 1; 11; I11. 

5) P. Wolf, Galoissche Algebren mit vorgegebener Galoisgruppe über einem Teilkörper des Grundkörpers 
1; II. Math. Nachr. 9, 281—300; 10, 232—238 (1953); im folgenden zitiert mit WGA 1; 11. 
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Vermutung (V.) auf den allgemeinen Fall zu übertragen und für sie gewisse begriffliche 
Deutungen im Gruppenring von ® über 2 zu geben. Um glatte algebraische Formu- 
lierungen zu erhalten, muß man dabei, wie es auch schon in HIK und HEM geschieht, 
statt der galoisschen Körper allgemeiner die galoisschen Algebren K/2 mit der Galois- 
gruppe ® betrachten. Das bedeutet im Grunde, daß alle galoisschen Körper über 2 mit 
Untergruppen von ® als Galoisgruppen in die Untersuchung einbezogen werden. Für 
abelsche Normalteiler & hat R. Kochendörffer®) einige weitgehende gruppentheoretische 
Reduktionen zur Vermutung (V.) angegeben. Außerdem konnte G. Beyer die Vermutung 
(V.) für den Fall beweisen, daß &, zyklisch von ungerader Ordnung ist ?). 

Die damit für beliebige endliche Gruppen ® und g aufgeworfene Existenzfrage 
nach galoisschen Algebren K, die über 2 und Q, vorgegebene Gruppen ® und ®, als 
Galoisgruppen besitzen, soll im folgenden näher untersucht werden. 

In Abschnitt I werden die dazu notwendigen Ergebnisse aus WIK und WGA kurz 
skizziert. Im übrigen sei auf diese Arbeiten verwiesen. Mit ihren Methoden werden in 
Abschnitt II für eine solche Algebra K die Zusammenhänge zwischen den Invarianten 
von K/Q,, K/2 und 2/2, hergeleitet. In Abschnitt III wird zunächst die Vermutung (V.) 
und damit das Existenzproblem mit dem Zerfallen eines gewissen allgemeinen Typus 
von verschränkten Produkten in einen Zusammenhang gebracht, der als die allgemeinste 
Formulierung des unter gewissen Voraussetzungen über 2 bei zyklischem Normalteiler & 
von R. Brauer®) entdeckten und bei abelschem Normalteiler & von H. Hasse in HEM I 
untersuchten Zusammenhanges mit dem Zerfallen gewisser Algebren®) angesehen werden 
kann'!®). Dann wird noch ein von H. Hasse in HIK und HEM I in Richtung des Existenz- 
problems gemachter Ansatz auf den allgemeinen Fall übertragen. 

Der Inhalt der Abschnitte II und III ist nicht in allen Teilen an die hier gewählte 
Reihenfolge gebunden. Es werden vielmehr verschiedene z. T. bis zu einem gewissen 
Grade nur lose miteinander zusammenhängende Gedanken entwickelt mit dem Ziel, 
für die Aufgabe der Lösung des Einbettungsproblems und die Beantwortung mit ihm 
verwandter Fragen eine möglichst breite Grundlage zu schaffen. 


Zusatz bei der Korrektur. Während der Drucklegung der vorliegenden Note 
konnte einerseits G. Beyer ihren unter gewissen Charakteristik- und Einheitswurzel- 
voraussetzungen über £2 gültigen Beweis der Vermutung (V.) auf den Fall ausdehnen, daß 
& und g zyklisch sind *), andererseits konnten D. K. Faddeev **) und I. R. Safarevic ***) 
durch Gegenbeispiele belegen, daß die Vermutung (V.) schon bei abelschem Normal- 


6, R. Kochendörffer, Zwei Reduktionssätze zum Einbettungsproblem für abelsche Algebren. Math. Nachr. 10, 
75—84 (1953). 

?) Dieses Resultat ist bisher nicht veröffentlicht. Fräulein @. Beyer setzte mich von ihrem Ergebnis freund- 
licherweise in Kenntnis. 

*) R. Brauer, Über die Konstruktion der Schiefkörper, die von endlichem Rang in bezug auf ein gegebenes 
/entrum sind. J. reine angew. Math. 168, 44—64 (1932). 

R. Brauer, On splitting fields of simple algebras. Ann. Math., Princeton 48, 79—9W) (1947). 
®) Wie das speziellere R. Brauersche Resultat unmittelbar aus der H. Hasseschen Theorie folgt, zeigt 
R. Kochendörffer, Bemerkung zu einer Arbeit von H. Hasse. Math. Nachr. 2, 245—250 (1949). 

10) Die entscheidende Anregung zur Untersuchung dieser Frage empfing ich, als in der Diskussion zu meinen 
Vorträgen im Mathematischen Kolloquium der Berliner Humboldt-Universität im März/April 1953 über die Theorie 
aus WGA Herr H. Reichardt insbesondere auf diesen R. Brauerschen Zusammenhang hinwies. 

*) @. Beyer, Über die Einbettung zyklischer Körper in metazyklische. Erscheint in den Abh. math: Sem. Univ. 
Hamburg 19. 

**) D. K. Faddeev, Über eine Vermutung von Hasse. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 94, 1013—1016 (1954), 
(russisch). 

***) ]. R. Safarevi&, Zum Einbettungsproblem von Körpern. Doklady Akad. Nauk. SSSR, n. Ser. 95, 459461 

(1954), (russisch). 
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teiler & nicht allgemein zutrifft. Ferner hat inzwischen G. Beyer gezeigt, daß bei unend- 
lichem Grundkörper 2 zu vorgegebener Gruppenerweiterung höchstens ein System 
assoziierter Lösungen der zweiten Verkettungsrelationen (3. 6) existiert*). Dieses gelingt 
aus einer gewissen Verallgemeinerung des hier gemachten Ansatzes (6. 8) durch den 
Nachweis, daß sich das dabei auftretende Element D regulär wählen läßt. 


Abschnitt I. 
Grundlagen der Kennzeichnungstheorie. 


$ 1. Kennzeichnung galoisscher Körper. 


Es sei K/Q2 eine verallgemeinerte galoissche Algebra mit der Galoisgruppe ®, also eine 
(assoziative) Algebra, die über dem Grundkörper 2 die endliche Gruppe & als Auto- 
morphismengruppe besitzt und als Galoismodul, d.h. als 2-Modul mit & als Rechts- 
operatorenbereich zum Gruppenring G,,, von & über 2 isomorph ist. Gruppenringe 
sollen im folgenden stets durch G, , bezeichnet werden, wo die Indizes die Gruppe und 
den Grundkörper bezeichnen. Gleichbedeutend mit dieser Isomorphieforderung ist die 
Forderung nach der Existenz einer Normalbasis (...,©°,...) (wo 5 'ganz & durchläuft) 
bezüglich & von K/2. 

Nun werde für eine natürliche Zahl n das n-fache über 2 gebildete direkte Produkt 
Gy), aus n Faktoren G,, „ betrachtet: 

(1.1) Gyo = 6s,n x Gg,n xx Gy,o (n Faktoren). 

Die symmetrische Einbettung von G, „ in Gy. werde als derjenige Isomorphismus 
H,„ von Gy,. in Gy), definiert, der in der Anwendung auf die Basiselemente $S aus © von 
Ga,0/2 durch 

1.2) Sur=SxSx...xS (n Faktoren) für alle S aus & 
erklärt ist. Für den später am häufigsten auftretenden Einbettungsisomorphismus H, 
wird auch einfach H geschrieben. 

Ein Element M aus dem direkten Produkt G%„ x K heißt G%)„-regulär, wenn 

2 
MA +0 für alle A+0 aus GW), 
ist. 

Der Isomorphismus H, setzt sich zu einem Einbettungsisomorphismus von Gy, „ x K 
in Gy n x K fort, wenn man noch zusätzlich fordert, daß H, die Elemente aus K invariant 

2 


lassen soll. 
Die Automorphismen von K/2 sollen auch als Automorphismen von (G%). x K)/2 
2 


aufgefaßt werden, und zwar so, daß sie Gy), elementweise invariant lassen. 
Jetzt sei (...,©°,...) eine beliebige Normalbasis von K/2 und W das zugehörige 


Normalelement 
(1.3) W = $T-ı0" 


TE6 
aus Gau x K. Dann gilt folgender Satz: 
Alle Elemente M aus Gi), x K, die der Bedingung 


(1. 4) MS = $S"M für alle S aus © 


+) @. Beyer, Ein Einzigkeitssatz in der Einbettungstheorie galoissche Körper. Math. Nachr. 11, 317—320 
(1964). 
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genügen, sind genau die Elemente W"» A mit beliebigen A aus G%).. Ein solches Element 
W*n A ist genau dann Gy) „-regulär, wenn A ein reguläres Element aus G\y) „ (im gewöhnlichen 
Sinne der Existenz eines Inversen) ist. 


Speziell für n = 1 folgt hieraus: 

Die G,, „-regulären Elemente M aus Gy. x K mit der Eigenschaft 
#1 

(1.5) M"= SM für all S aus & 


sind genau die Normalelemente von K/2, also die Elemente W der Gestalt (1. 3) mit beliebigen 
Normalbasen (...,©",...) von K/Q. 


Für die Elemente aus zwei Bereichen Gy, x K und Gy, x K werde nun die eben- 
2 2 
falls durch X bezeichnete direkte Multiplikation über K betrachtet. Wegen 
(Garn x K)x (CE x K) = Gi" x K 
liefert diese Produktbildung Elemente aus G5:5"" x K. 
Q 
Weil in GY)„ x K sowohl 
2? 


(1.6) WxW= E (T-ıx R-1)oro*, 
T,RE® 
als auch das G‘;) „-reguläre Element 
(1.7) W" = g(T-ıx T-1)Q" 
TE® 


die Eigenschaft (1.4) (mit n = 2) hat, besteht nach obigem Resultat eine Beziehung 
der Form 


(1.8) WxW=W"C mit C aw G,2oXGyo- 
6,2 X G6, 


Das dadurch definierte Element C heißt der zu W gehörige Normalfaktor. 


Bei den zulässigen Substitutionen eines Normalelementes, 


(1.9) W-WA mit regulären A aus Gy „, 
erfährt der zugehörige Normalfaktor C die Substitutionen 
(1. 10) C-C=ANClAxA), 


wo zur Abkürzung (A ')" = A" gesetzt ist. 


Die durch diese Substitutionen gelieferte Klasse & = {C'} assoziierter Normalfaktoren 
ist eine Invariante der verallgemeinerten galoisschen Algebra K/Q. 

Die Assoziativität der verallgemeinerten galoisschen Algebra K/2 drückt sich in ihren 
Normalfaktoren C durch die Relationen 


(1.11) CHus Chr: — OHan Ohars 
aus. 

Dabei sind die Exponenten H, , Einbettungsisomorphismen von Gl, in G\y), und 
sind in ihrer Anwendung auf die Basiselemente von G%) ,„/2 durch 


(TxR": =TxRxi 

(1.13) ax. =A1xTxR 
(TxR'":=-TxTxR 
(TxR"=-=-TxRxR 


für alle 7, R aus © 


definiert. 


Umgekehrt ist jedes Element C aus G\}) „, das der Assoziativrelation (1.11) genügt, 
Normalfaktor einer gewissen verallgemeinerten galoisschen Algebra K/Q mit der Galoisgruppe ®. 
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Weiter sei $ derjenige Automorphismus von Gi} „, der die Vertauschung der beiden 
direkten Faktoren G,, „ bedeutet: 


(1.13) (TxR” = RxT für all 7, R aus ©. 


Dann gilt: 
Eine verallgemeinerte galoissche Algebra K/2 ist dann und nur dann kommutativ, wenn 
für einen (und damit für jeden) ihrer Normalfaktoren € die Kommutativbedingung 


(1. 14) O=tC 
erfüllt ist. 
Es sei 
(1. 15) C= ZZ 6, „(Tx R) mit c, „ aus Q 
T,REG . 


die Basisdarstellung eines Normalfaktors €. Dann folgt weiter: 

Eine kommutative verallgemeinerte galoissche Algebra K/2 ist dann und nur dann 
halbeinfach, wenn für die Koeffizienten c, „ aus 2 eines (und damit aller) ihrer Normal- 
faktoren C die Halbeinfachheitsbedingung 

(1. 16) SZ Cor on) +0 


Sees 
erfüllt ist, wo T der zeilen- und R der spaltenbestimmende Index dieser Determinante ist. 

Eine kommutative halbeinfache verallgemeinerte galoissche Algebra heißt eine 
galoissche Algebra''). 

Die bis auf in & Konjugierte eindeutig bestimmte kleinste Untergruppe &* von ©, für 
die es in der zu einer galoisschen Algebra K/2 mit der Galoisgruppe © als Invariante gehörigen 
Klasse einen Normalfaktor € gibt, der bereits in Gy u X Gi. „ liegt, d.h. dessen Koeffizienten 
Cr. „ aus Q der Bedingung ei 


(1. 17) Cr r=0, wenn T oder R nicht in &* liegt, 


genügen, ist die Galoisgruppe des Kernkörpers K*/2 von K/2. Ferner ist ein solcher aus- 
gezeichneter Normalfaktor C von K/2 als Element von Gy u X Gy, ein Normalfaktor 
von K*/Q. " 

Das Multiplikationsschema einer Normalbasis (...,©',...) von K/Q drückt sich müt 
Hilfe der Koeffizienten c, „ des zugehörigen Normalfaktors C durch die Gleichungen 

(1. 18) OTOR = Fc,r-ı sn-ı©° für alle T,R aus & 

NEW 

aus. 


$ 2. Kennzeichnung von Gruppenerweiterungen. 


Jetzt seien & mit den Elementen 8,7, R,Q,...undg mit den Elementen s, t, r,... 
zwei endliche Gruppen. Ferner sei ®, ein fester Gruppenerweiterungstypus von ® mit 9 





11) Auf folgenden in WTK nicht näher erläuterten Punkt werde hier kurz eingegangen. Die Beziehung (1. 16) 
ist nach WTK, $ 7, gleichbedeutend mit dem Nichtverschwinden der Spurendeterminante (Diskriminante) einer Basis 
von K/Q2. Das Nichtverschwinden einer solehen Spurendeterminante ist nach allgemeinen Sätzen der Algebrentheorie 
bei verallgemeinerten galoisschen Algebren notwendig und hinreichend für die Separabilität, aber nur hinreichend 
für die Halbeinfachheit. Nun hat jedoch H.-W. Knobloch erkannt, daß galoissche Algebren notwendig separabel sind 
(vgl. dazu Fußnote !*) der in Fußn. ?) zitierten Arbeit). Also ist die Bedingung (1. 16) in der oben ausgesprochenen 
‚Formulierung sogar notwendig und hinreichend für die Halbeinfachheit der dort betrachteten Algebren. 











Im 
lie 


ın1 
kle 
du 


Hi 


die 


zus 
vol 
sys 
gel 
der 


Die 


we 


une 


erfc 


unt 


von 


von 
sysi 


mat] 


in de 





S- 
Ir 








Wolf, Das Einbeltungsproblem galoisscher Algebren. 171 


im Sinne von ©. Schreier !?), also eine Gruppe, die & derart als Normalteiler enthält, daß 
die Faktorgruppe &,/® zu g isomorph ist. Dann hat ®, die Form 
sceg 


it einem den Elementen s aus g9 zugeordneten Vertretersystem (..., U,,...) der Rest- 
klassen von ®, nach &. Das Rechnen in &, bestimmt sich aus dem Rechnen in ® und 9 
durch die Relationensysteme 


(2. 2) SU, = U,S’" für alle $ aus & und alle s aus 9, 
(2. 3) U,U,=U,Q,, mit Q,, aus & für alle s,t aus Q. 


Hierin sind die Größen y(s) den Elementen s aus 9 zugeordnete Automorphismen von ®: 
(2.4) (STYT = SH"WT’" für alle $S, T aus & und alle s aus 9, 
die sich nach der Regel 


(2.5) y(s) pl) = y(st)Q,, für alle s,t aus g 
zusammensetzen. Dabei bezeichnet allgemein Q., den durch Transformation mit Q,, (bei 
vorn geschriebenem Inversen) entstehenden inneren Automorphismus von ©. Das Element- 
system (...,Q,„,...) (für alle s,2 aus g) heißt das zum Vertretersystem (..., U,,...) 


gehörige Faktorensystem in ©. Die Elemente des Faktorensystems (...,Q,,,...) genügen 
den Assoziativrelationen 


(2. 6) 0,9, = Qu, für alle s,t,r aus 9. 
Die Gesamtheit (..., 9(8),...;-:-,Q@,n...) soll ein Erzeugendensystem von &, als Er- 
weiterung von ® mit g genannt werden. 

Aus den angeführten Relationen folgt insbesondere 


(2. 7) WM =A,, 
und 
(2.8) Q0Q,,=Q, ı= U, für alle s aus Q. 
Bei den zulässigen Vertretersubstitutionen 
(2. 9) U,>U,R, mit R, aus © für alles aus 9 
erfährt das Erzeugendensystem die Substitutionen 
(2. 10) y(s) > a(s) R, für alles aus g 
und 
(2. 11) Q,,>R,'Q.,R'" R, für alle s,t aus Q. 


Die durch diese Substitutionen gelieferte Klasse K assoziierter Erzeugendensysteme 
von &, ist eine Invariante der Erweiterung ©, von & mit 9. 


Umgekehrt ist jedes System (..., $(8),.-.; ---; Q,n...) von Automorphismen y(s) 
von & und Elementen Q, , aus &, das den Relationen (2.5) und (2. 6) genügt, Erzeugenden- 
system einer Erweiterung von & mit 9. 

12) 0, Schreier, Über die Erweiterung von Gruppen. I; II. Monatsh. Math. Physik 84, 16°—180 (1926); Abh. 
math. Sem. Univ. Hamburg 4, 321—346 (1926). 
Der vorliegende Paragraph gibt einen kurzen Abriß der für das Folgende wichtigen O. Schreierschen Resultate 
in der Form, in der ich diese in WGA, $ 1, hergeleitet habe. 
22* 
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$ 3. Kennzeichnung galoisscher Algebren über einem Teilkörper des Grundkörpers. 


Es sei eine galoissche Algebra K/2 mit der Galoisgruppe & gegeben. Der Grund- 
körper 2 sei über einem Teilkörper 2, galoissch mit der Galoisgruppe g. Ferner werde 
vorausgesetzt, daß auch K/Q, eine galoissche Algebra mit einem vorgegebenen Erweite- 
rungstypus ®, von & mit g als Galoisgruppe ist. 

Um zu untersuchen, wie sich ein Normalelement W von K/2 bei Anwendung der 
Automorphismen aus ®, verhält, genügt es, die Anwendung der Vertreter U, zu studieren: 
denn bei den Elementen aus & hat W die Eigenschaft (1. 5), also 


(3. 1) W' = SW für alle $ aus ©. 
Setzt man nun fest, daß die Automorphismen von & als Automorphisinen von GC), x K 
die Elemente aus K und andererseits die Automorphismen aus &, in G%, x K 


die Elemente aus & invariant lassen sollen, so findet man, daß auch das G, „-reguläre 
Element W*®"s die Eigenschaft (3.1) hat. Folglich bestehen nach $ 1 Gleichungen der 
Form 


(3.2) W’®", — WB, mit regulären B, aus Gy, für alle s aus 9. 
Das System (..., B,...) (für alle s aus g) heißt das zum Normalelement W und zum 
Vertretersystem (..., U, ...) gehörige Verkettungssystem von K/2 mit ®,. 
Bei den zulässigen Substitutionen (1.9) der Normalelemente, 
W-WA mit regulären A aus Gy.o, 
erfährt das zugehörige Verkettungssystem die Substitutionen 
(3. 3) B,>A'B,A’®* für alle s aus 9. 
Bei den zulässigen Substitutionen (2.9) des Vertretersystems: 
U,-U,R, mit R, aus © für alles aus g 
und den daraus folgenden Substitutionen (2. 10): 
y(s) > y(s) R, für alle s aus q 
erfährt das zugehörige Verkettungssystem die Substitutionen 
(3. 4) B,—B,R, für alles aus 9. 


Zu (3.3) beachte man, daß sich für die Elemente A aus Gy „ bzw. allgemeiner aus 
Gi. statt ATs einfach A* schreiben läßt, denn auf die in 2 gelegenen Koeffizienten von A 
wirkt &, nur modulo &, und zwar in Gestalt der Faktorgruppe 9. 

Die durch die Substitutionen (3.3) und (3.4) definierte Klasse B = {..., B„.: -} 
assoziierter Verkettungssysteme (..., B,, . . .) von K/2 mit &, ist eine Invariante von K/2/Q,, 
d. h. eine Invariante der Algebra K bezüglich ihres Verhaltens über 2 und über Q,. 

Wendet man die Vertreter U, auf die Definitionsgleichung (1.8) der Normal- 
faktoren C von K/R an, so erhält man vermöge (3. 2) in G% „ die ersten Verkettungsrelationen 


(3. 5) c?®*—= B;"C(B,x B,) für alle s aus g, 
oder abgekürzt geschrieben 
(3. 5a) c?’9* — C”s für alle s aus 9. 


Bringt man dagegen die erzeugenden Relationen (2.3) von ®&, in (3.2) zum Aus- 
druck, so ergeben sich in G, „ die zweiten Verkettungsrelationen 


(3. 6) B;'B,B?"'=Q,, für alle s,t aus g. 
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Ist umgekehrt eine beliebige galoissche Algebra K/2 mit der Galoisgruppe © vorgegeben, 
so ist die Existenz eines Systems (..., B,,...) regulärer Elemente aus Gy „, das einen 
Normalfaktor C von K/2 mit einem Erzeugendensystem von ®&, vermöge (3.5) und (3. 6) 
verkettet, d.h. den Verkettungsrelationen (3.5) und (3.6) genügt, hinreichend dafür, daß 
auch K/Q, eine galoissche Algebra, und zwar mit ©, als Galoisgruppe, ist. 

Alle bisher angegebenen Resultate dieses Paragraphen gelten auch für verall- 
gemeinerte galoissche Algebren K/2, nur hat man dann bezüglich des Verhaltens über 
2, den Sachverhalt „K/2, ist eine verallgemeinerte galoissche Algebra mit der Galois- 
gruppe &,‘‘ durch den im allgemeinen schwächeren ‚„K/Q, besitzt &, als Automorphismen- 
gruppe“ zu ersetzen. Für galoissche Algebren K/2 besagen beide Formulierungen dasselbe, 
denn dann ist auch K/Q2, eine galoissche Algebra, wenn nur &, Automorphismengruppe 
von K/2, ist. 

Bei galoisschen Algebren läßt sich auch in den Verkettungssystemen die Reduktion 
auf den Kernkörper durchführen. Auf die Skizzierung dieses Gedankens kann hier ver- 
zichtet werden, weil aus dem in der Einleitung genannten Grunde im folgenden stets mit 
galoisschen Algebren statt mit galoisschen Körpern gearbeitet wird. 


Über die Existenz von über 2 und Q, galoisschen Algebren K besteht die 


Vermutung (V.). Sind bei vorgegebener Erweiterung ®, von & mit g die zweiten Ver- 
kettungsrelationen (3.6) in Gy. durch ein System den Elementen s aus g zugeordneter 
regulärer Elemente B, lösbar, so gibt es zu diesem System in Gy, o x Gg,. solche Lösungen C 


der ersten Verkettungsrelationen (3.5), die Normalfaktoren galoisscher Algebren sind, also 


der Assoziativrelation (1.11), der Kommutativbedingung (1.13) und der Halbeinfachheits- 
bedingung (1.16) genügen. 


Abschnitt II. 


Das Verhalten der Invariante bei Einschaltung eines Zwischenkörpers. 
$ 4. Die Normalfaktoren einer Teilalgebra. 


In diesem Abschnitt werde 2, als der eigentliche Grundkörper angesehen. Der 
bisherige Grundkörper 2 tritt hier als ein gewisser, jeweils besonders erklärter Zwischen- 
bereich zwischen 2, und K auf. 

Sei also K/2, eine verallgemeinerte galoissche Algebra mit der vorgegebenen Galois- 
gruppe ®,. Dann ist K/2, nach $ 1 umkehrbar eindeutig und invariant gekennzeichnet 
durch eine Klasse €, = {Cj"} assoziierter Normalfaktoren C, in Gy,., x Gg,o, die in 


Gg,o, x Gyno, x Gg,o, der zu (1.11) analogen Assoziativrelation ui Aus einem 


belibigeen Menmeikehter 

(4. 1) C= Z €7,n.(T, x R,) mit €&,,r, aus Q, 

T,Roc®, 

von K/2, entsteht die ganze Klasse €, = {C/*}, wenn A, alle regulären Elemente aus dem 
Gruppenring Gy, „, durchläuft. 

Ferner sei (...,©,', ....) (für alle S, aus &,) die zu einem Normalfaktor C, gehörige 
Normalbasis von K/2,. Dann ist 

(4. 2) W,= 3 T,'9 

T,€E®, 

das zugehörige Normalelement. 
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Nun sei & ein Normalteiler in &,. Die Faktorgruppe &,/& werde mit g bezeichnet. 
Dann lassen sich für diese, jetzt unter einem anderen Gesichtspunkt entstandenen, 
gruppentheoretischen Gegebenheiten die in $ 2 eingeführten Bezeichnungen übernehmen. 

Aus der eindeutigen Basisdarstellung der Elemente aus K/Q2, in der Form 

(4. 3) x= 5 4,0; mit a, aus %, 

TE, 
liest man unmittelbar ab, daß die Teilalgebra 2 der bei & invarianten Elemente aus K 
durch die Gesamtheit der Elemente 

(4. 4) a= z4,( zu) mit a, aus Q, 

seg \TE® 
gegeben ist. Für die Elemente a aus 2 kann man, wegen ihrer Invarianz bei ®, statt a’» 
einfach a* schreiben. Setzt man 

(4. 5) + = 50,, 

TE® 

so erkennt man aus (4. 4), daß die zu ©* durch g Konjugierten (.....,©*,... .) eine Normal- 
basis von 2/2, bilden. Demnach ist 2/2, eine verallgemeinerte galoissche Algebra mit 
der Galoisgruppe 9. 

Um den zur Normalbasis (...,©*,...) von 2/2, gehörigen Normalfaktor 

(4. 6) C*= 56*,(txr) mit c*, aus 2, 

t,reg 
aus dem zur Normalbasis (. . ., ©j',.. ...) vonK/Q, gehörigen Normalfaktor C,, zu bestimmen, 
verwendet man am besten die Formeln (1.18), die den Zusammenhang zwischen den 
Koeffizienten eines Normalfaktors und den Multiplikationskonstanten der zugehörigen 
Normalbasis liefern. Aus diesen Gleichungen folgt nach der Definition (4.5) und dem 
Ansatz (4.1) 
ron = ( ZA)" ZN) = 2 910” 
TE RE® T,RE® 
19h 


= 3 Zt up 


' ei 
T,RES S.ES, No’ ‚SgU, R 


und, wenn $, die Zerlegung $S, = U,S mit $ aus & hat, weiter 
erer =5  - 


i Cr su-ir-!,vsu-ir 
segS,T,RE®G st "Ts r 


Diese Gleichungen lassen sich durch Änderungen der Summationsbuchstaben und 
unter Benutzung der Normalteilereigenschaft von & weiter umformen zu 
o*+' 9*’ u 3 B} C ‚95:* 


0 ut 
segS,T,REG U,STU, „U,SRU, 


° U N 
=, P2 eu retı an" 
se S,T,REG sit 
° N U 
.. P> ( PB er gun! re) (6) | 
segl\7,reo "TU, »U,RU, /\seo 
il ih, ii -) rk 
seg\T,rea U, TU, ‚U,RU, 


Hiernach bestimmen sich die durch (4.6) definierten Koeffizienten von C* aus den 
Gleichungen 


Cr ro!,v.ne7!‘ 
Ad hab ee Ta, 


T,RE( 
Setzt man hierin s = 1 und beachtet, daß U, nach (2. 8) in & liegt, so erhält man durch 
Änderung der Summationsbuchstaben 
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und daraus folgt schließlich, weil nach (2. 3) stets U’), in derselben Restklasse modulo & 


liegt wie U,, durch nochmaligen Bezeichnungswechsel 
(4. 7) ,= & Cvr,o,n für alle t,r aus g. 
T,RE® 
Dieser Zusammenhang zwischen den Normalfaktoren C* von 2/2, und C, von 
K/Q, läßt sich in eine Form setzen, in der nicht mehr auf die Koeffizienten dieser Normal- 
faktoren Bezug genommen wird. Dazu bilde man in G,,, ., x G,n, das Element C,(& x ©), 
ı 
wobei die Gruppe & als die Summe ihrer Elemente im Gruppenring aufzufassen ist: 
(4. 8) = yS. 
Sse® 
Dann ergibt sich nach dem Ansatz (4. 1) durch einfache Umformungen 
CAEXG)= Z %,n(T,xXR) Z (XxY) 
To Re& N,Ye6 
= 23 P2 C7,n(ToX x R,Y) 
Tu, EG X, YE6 


= 2 ( P2 enz-i,my '\(To x Ro). 


T, RBESG\N, YES 
Haben nun T, und AR, die Zerlegungen 
T,=U,T, R=U,R mit T,R aus ©, 
so folgt weiter 


ExN-z zZ (2 euna-t,r,ny-ı) (UT X U,R) 


t,reg T,REO\XN,YEG® 


= ( 9) uys.urr) (U,T x U,R) 


t,reg T,REG\N,YE® 


= z( 9} euer) (U: Tx v,2,R) 


l,reg\N,Ye® TE RES 
ze z( & Cux, 07%) (U,6x U,6). 
t,reg\X,Ye6 


In dieser Bildung ist für jedes Paar t,r aus g der Koeffizient von U, x U,® gerade 
das Element c*, aus (4.7). Demnach erhält man 
(4. 9) CE x6)= FC (U,6x U,6). 
t, rc 
Zusammenfassend gilt somit der folgende 
Satz. Es sei K/Q, eine verallgemeinerte galoissche Algebra mit der Galoisgruppe ©, 
und C, einer ihrer Normalfaktoren aus Gy, o, x Gy,o,. Ferner sei & ein Normalteiler in ©, 


und g die Faktorgruppe &,/®. Dann ist die Gesamtheit 2 der bei allen Automorphismen aus © 
invarianten Elemente aus K eine verallgemeinerte galoissche Algebra 2/2, mit der Galois- 
gruppe g. Einen Normalfaktor C} aus G,., x G,., von 2/2, erhält man, wenn man 
C,(& x &) bildet und in dieser Bildung nachträglich die Restklassen U,& von &, nach & 
mit den zugehörigen Elementen s aus g identifiziert. Explizüt berechnen sich die Koeffizienten 
c*, von C* aus den Koeffizienten ep, 7, von C, durch die Gleichungen (4.7). 

Der Zusammenhang zwischen C, und C läßt sich auch mehr begrifflich herleiten, 
wenn man von der zu (1. 8) analogen, mit dem Normalelement W, aus (4. 2) gebildeten, 
Definitionsgleichung von C, ausgeht. Wenn nämlich die Charakteristik von 2, kein Teiler 
der Ordnung g von & ist, kann man sich den Gruppenring G, „, in Gy, „, eingebettet 


denken, indem man die Elemente r U,& aus G,,„, mit den zugehörigen Elementen s 


aus g identifiziert. Teilt jedoch die Charakteristik von Q, die Gruppenordnung g, so 
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werden zusätzliche Betrachtungen erforderlich, denn dann läßt sich diese Einbettung 
nicht vornehmen. Man muß vielmehr in diesem Falle jeweils U,& mit s identifizieren, 
wie das auch oben geschehen ist, und erhält dadurch keinen Isomorphismus von G, ., 
in Gyno: 


$ 5. Die Normalfaktoren über einem Teilkörper. 


Nun sei K/Q, ein galoisscher Körper mit der Galoisgruppe ©, und 6, = {Cy} 
die Klasse der Normalfaktoren ausG,, „, x Gg,,., von K/Q,. Ferner sei 2 ein, a er 


Teilkörper von K. Dann ist auch K/2 galoissch, und zwar mit einer Untergruppe & von ©, 
als Galoisgruppe. Um die Klasse € der in Gy. x Gg,. gelegenen Normalfaktoren von 


K/2 zu bestimmen, werde in algebrentheoretischem. Sinne in K/2, der Grundkörper auf 
den Körper 2 erweitert, also K, =K x 2 gebildet. Auf diese Weise entsteht eine galoissche 


Algebra K,/2 mit der Galoisgruppe 6, deren Kernkörper Kf/2 zu K/2 isomorph ist und 
im Hinblick auf das vorliegende Problem der Bestimmung der Normalfaktoren mit K/Q 
identifiziert werden kann '?). 

Ist nun C, aus €, ein beliebiger Normalfaktor von K/Q,, so erhält man die Klasse 
€” der Normalfaktoren aus G,,o x Gy,o von K,/2 als diejenige Gesamtheit, die aus €, 


entsteht, wenn man auch inG,, ., kn Gg,n, x G,,, 0, den Grundkörper 2, auf 2 erweitert, 


also in der Form &{” = {C}}, wo A alle sanlisen Elemente des Gruppenringes G,,, . 
durchläuft. Die Normalfaktoren von K/2 sind dann, nach dem in $ 1 angeführten Resultat 
über die Normalfaktoren des Kernkörpers, diejenigen Elemente aus &{”, die bereits im 
Teilring Gg,o x Gy,o Von Gg,o x Gg,. liegen. 


Die uutınden Auslührungen gelten auch noch, wenn man von einer galoisschen 
Algebra K/2, mit der Galoisgruppe &, ausgeht und darin einen Q, enthaltenden Teil- 
körper 2 des Kernkörpers K*/Q2, von K/Q, betrachtet. Dann kann man nämlich die obigen 
Resultate auf K*/2, an Stelle von K/2, anwenden !*). Man bekommt auf die angegebene 
Weise dann die Normalfaktoren C* des Kernkörpers K*/2 von K/2, die Elemente aus 
Gy, x Gy», o Sind, wo &* eine gewisse Untergruppe von & ist. Nach $ 1 erhält man daraus 


alle Normalfaktoren C von K/2 in der Gestalt C*', wenn man G,. „ auf natürliche Weise 
in Gy,. eingebettet denkt und A alle regulären Elemente aus G, „ durchlaufen läßt. 

Allgemein gilt somit folgender 

Satz. Es sei K/Q, eine galoissche Algebra mit der Galoisgruppe ©, und &, = {C’} 
mit beliebigen regulären A, aus dem Gruppenring Gy,., die Klasse ihrer Normalfaktoren. 
Ferner sei 2 ein Q, enthaltender Teilkörper des Kernkörpers K*/Q2, von K/Q,, so daß also 
auch K/2 eine galoissche Algebra ist, und zwar mit einer Untergruppe © von ®&, als Galois- 
gruppe. Die nach Definition in Gy, o, x Gg,,o, liegenden Elemente der Klasse E, fasse man als 


Elemente aus Gy, o x Gy, auf, denke sich also in G,, „, den Grundkörper 2, auf 2 erweitert, 


und bilde in diesem Ring mit einem beliebigen Repräsentanten C, aus &, die Gesamtheit 

Ci” = {C}}, wo A alle regulären Elemente ausG,,, „ durchläuft. Dann gibt es in €” Elemente 

C, die bereits in dem auf natürliche Weise inGy, o x Gy, . eingebetteten Teilring Gy, o n Gy, 
2 


liegen. Als Elemente dieses Teilringes bildet die Gesamtheit & der so ausgezeichneten Elemente 
C aus &\” gerade die Klasse der zu K/Q gehörigen Normalfaktoren. 


13) Den Gedanken, K/Q2 als Kernkörper der Grundkörpererweiterung Ko/2 von K/Q2, aufzufassen, verdanke 
ich einem Vorschlag von Herrn W. Jehne. 
4) Zur algebraischen Theorie des Kernkörpers K*/2, bzw. K*/Q von K/Q, bzw. K/2 siehe WGA II. 
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Abschnitt Ill. 


Bemerkungen zum Existenzproblem. 
$ 6. Der verschränkte Gruppenring. 


Jetzt sei wieder 2/2, als galoissche Körpererweiterung mit der Galoisgruppe 9 
gegeben und ®, eine vorgegebene Gruppenerweiterung der ebenfalls gegebenen Gruppe 
& mit g. Das Einbettungsproblem werde dann, wie schon in der Einleitung gesagt, als die 
Frage nach Algebren K verstanden, in die sich 2 derart einbetten läßt, daß K/2 eine 
galoissche Algebra mit der Galoisgruppe & und K/Q, eine galoissche Algebra mit der 
Galoisgruppe ®&, ist. Der zu diesem Einbettungsproblem gehörige verschränkte Gruppen- 
ring TI entstehe aus dem Gruppenring G,,, „,, indem man statt der Elemente aus 2, sogar 
alle Elemente aus 2 als Koeffizienten zuläßt und 

(6. 1) aU,S = U,Sa® für alle a aus 2 und alle U,S aus ©, 
definiert. Demnach besteht TT aus allen Elementen der Form 

(6. 2) a=5 %4,,sU,S mit a,, aus (2, 

segasceß 
und das Rechnen in TT ist durch das Rechnen in &, und 2 und die Forderung (6. 1) 
bestimmt. 

In diesem verschränkten Gruppenring TT ist der Gruppenring G,, „ als Teilalgebra 
enthalten, und zwar als Gesamtheit derjenigen Elemente, für die in der Darstellung 
(6. 2) alle Koeffizienten Ay,s mit s + 1 verschwinden. Diese Elemente sind nämlich nach 
(6. 1) mit allen Elementen aus 2 vertauschbar. Jedes Vertretersystem (..., U,...) der 
Restklassen von ®, nach & bildet eine Relativbasis von TT über G, „. In bezug auf eine 


solche Relativbasis beschreibt sich das Rechnen in TI aus dem Rechnen in G, „ durch 
zwei Relationensysteme, nämlich durch das (2. 3) entsprechende System 


(6. 3) U,U,= U,„Q,. mit Q,, aus & für alle s,t aus g 


und durch 
(6. 4) AU, = U,A’"’, wenn A aus Gy, für alle s aus 9. 


Diese Gleichungssysteme haben den Typus des Definitionsschemas eines gewissen, aller- 
dings gegenüber dem bisher üblicherweise betrachteten etwas verallgemeinerten, . ver- 
schränkten Produktes. So erscheint der verschränkte Gruppenring TI als ein verschränktes 
Produkt des Gruppenringes G,, „ mit der Gruppe g zum Faktorensystem (...,Q,,::.). 
Die Verallgemeinerung liegt darin, daß die Gruppe g in den Definitionsrelationen (6. 4) 
gleichzeitig als Galoisgruppe von 2/2, und in Gestalt der ihr zugeordneten Automor- 
phismenmenge von & eingeht. 

Es wird im Hinblick auf das Einbettungsproblem zweckmäßig sein, gerade diese 
Auffassung von TI als verschränktes Produkt von G, . mit g besonders hervorzuheben. 
In der üblichen Ausdrucksweise werde gesagt, der verschränkte Gruppenring TI zerfällt, 
wenn sein Faktorensystem (...,Q@,,,...) zerfällt, d.h. als Faktorensystem dieses ver- 
schränkten Produktes (aber nicht notwendig als Faktorensystem der Gruppenerweiterung 
&,) assoziiert zu Eins ist. Mit anderen Worten: TI zerfällt genau dann, wenn es eine 
Relativbasis-Substitution 


(6. 5) U,— U,A, mit regulären A, aus G,, für alle s aus g 


derart gibt, daß dabei alle in G,, „ gelegenen Faktoren Q, , in das Einselement übergehen. 
23 
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Um zu untersuchen, wann TT zerfällt, werde eine Substitution (6. 5) der Relativbasis 
(..., U...) angesetzt. Dann geht (6.3) über in 


U,A, » U,A, Pr U, U,Ar"'A, u U„Q,.AP"'A, 
_ U„A, N A,'Q,,Ar"" A, > 


Der verschränkte Gruppenring TI zerfällt also genau dann, wenn es in G, „ ein Systen: 
regulärer Elemente (..., A„...) gibt, das den Gleichungen 


A„A,'A;?"'=Q,, für alle s,t aus g 


\ 


genügt. Diese Bedingungen besagen aber gerade, daß das System (...,B,= A;',...) 
den zweiten Verkettungsrelationen (3. 6) genügen soll. Demnach gilt folgender 


Satz. Der zur galoisschen Körpererweiterung 2/2, mit der endlichen Galoisgruppe s; 
und der Gruppenerweiterung ©, einer endlichen Gruppe ® mit g gehörige verschränkte 
Gruppenring TI zerfällt dann und nur dann, wenn im Gruppenring Gy, die zweiten Ver- 
kettungsrelationen (3. 6) lösbar sind. 

Aus der Richtigkeit der Vermutung (V.) würde folgen, daß die Lösbarkeit des Ein- 
bettungsproblems gleichbedeutend ist mit dem Zerfallen des zugehörigen verschränkten 
Gruppenringes TI. 

Dieses ist die in diesem Zusammenhang allgemeinste Formulierung eines unter 
gewissen Voraussetzungen über 2 für zyklische Gruppen ® erstmals von R. Brauer '°) 
und für abelsche Gruppen & von H. Hasse in HEM I betrachteten Zusammenhanges. 
Man überlegt sich leicht, daß die in HEM I an Stelle des verschränkten Gruppenringes TI 
auftretende Algebra mit TT übereinstimmt. Dort wird jedoch im Gruppenring Gy, „/42 
statt mit der aus den Elementen aus ® gebildeten Basis mit einer solchen aus orthogonalen 
Idempotenten gearbeitet, wie sie ja bei abelschen Gruppen & unter Charakteristik- und 
Einheitswurzelvoraussetzungen über (2 existiert. 

Die Vermutung (V.) ist formal schärfer als der R. Brauersche Zusamımenhang*). 
Während letzterer nur aussagt, daß die Lösbarkeit der zweiten Verkettungsrelationen ınit 
der Lösung des Einbettungsproblems gleichbedeutend ist, besagt erstere sogar, daß für 
jede Lösung der zweiten Verkettungsrelationen eine zugehörige Lösung des Ein- 
bettungsproblems existiert. Im Spezialfall abelscher Gruppen & und unter Charakteristik- 
und Einheitswurzelvoraussetzungen über 2 besagen jedoch beide Formulierungen das- 
selbe, denn dann kann es nach HIK und HEM nur ein System nichtassozüerter Lösungen 
der zweiten Verkettungsrelationen in G,. geben. Der Beweis dieser Eindeutigkeits- 
aussage beruht auf zwei Feststellungen. Erstens unterscheiden sich zwei Lösungen 
(...,B,...) und (..., B/',...) der zweiten Verkettungsrelationen multiplikativ nur um 
eine Lösung der zweiten Verkettungsrelationen zu einer Gruppenerweiterung mit dem 
Faktorensystem Eins, d.h. das System (..., B, = B},B}'"',...) genügt den Gleichungen 


(6. 6) B;' B,B?"' =1 für alle s,t aus 9. 


Damit ist die Eindeutigkeitsaussage auf Erweiterungen mit einem Faktorensystem Eins 
zurückgeführt. Schon dieser bei abelschen Gruppen & fast triviale Sachverhalt läßt sich 
nicht auf den nichtabelschen Fall übertragen. — Weiter ist aber stets B, = 1 für alle i 
aus g Lösung von (6. 6). Zweitens muß demnach festgestellt werden, daß jede Lösung von 





15) Vgl. Fußn.®). 
*) Vgl. zu den folgenden Ausführungen dieses Paragraphen den in der Einleitung gemachten „Zusatz bei der 
Korrektur“. 
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(6.6) zu Eins assoziiert ist, also nach (3. 3) ein reguläres Element A in G,, „ derart existiert 
daß 
(6. 7) Be= A "A" für alle t aus g 


gilt. Dieses ist eine gewisse Verallgemeinerung des Hilbertschen Satzes 90, für die 
H. Hasse in HIK und HEM mehrere Beweise gegeben hat. Eine Übertragung eines 
solchen Beweises auf nichtabelsche Gruppen & würde nach dem eben Gesagten nicht 
ausreichen, um daraus zu folgern, daß es zu jeder vorgegebenen Erweiterung &, höchstens 
ein System assoziierter Lösungen der zweiten Verkettungsrelationen geben kann !%). 


Der in HIK,$ 5, gemachte rechnerische Ansatz zum Beweis obiger Verallgemeine- 
rung des Hilbertschen Satzes 90 läßt sich im Rahmen der vorliegenden Theorie auch für 
nichtabelsche Gruppen ® und beliebige Grundkörper 2 durchführen. Dazu sei (...., B,,.. .) 
eine Lösung der zweiten Verkettungsrelationen (6.6) zum Faktorensystem Eins. Mit 
einem unbestimmten Element D aus G,, „ werde 

(6. 8) Am 2 DB," 


sen 


angesetzt. Unter Beachtung von (6. 6) folgt daraus durch einfache Umformungen 


Ar®'B;' = 5z.DrWWe B- „vB, 1 = z2DWmeaB;'. 


sen seg 
Nach (2.5) gilt aber die einfache Regel 
(6. 9) y(s) g(t) = g(st) für alle s,t aus 9, 
weil hier nach Voraussetzung alle Faktoren , , gleich Eins sind. Somit erhält man weiter 
A’®'B, l = zDr"*B;' Fu zZ Dr"'B-! Bun A, 
seg sen 
also 
AB, = A’®' für alle t aus g. 


Diese Beziehungen gelten für jedes Element D aus G, „. Wenn sich D speziell so wählen 
läßt, daß das zugehörige Element A regulär wird, so gelten die Gleichungen (6. 7), und 
die vorliegende Verallgemeinerung des Satzes 90 ist bewiesen. Ob eine solche Wahl von D 
ohne Einschränkungen über & und 2 stets möglich ist, bleibt hier offen. Wenn sich die 
Regularität von A erzwingen läßt, so gibt es höchstens ein System nichtassoziierter 
Lösungen von (6. 6). Es gibt aber dann auch genau ein solches System, denn B, = 1 für 
alle t aus g ist stets Lösung von (6. 6). Dann trifft für Gruppen mit einem Faktorensystem 
Eins auch die Vermutung (V.) zu, denn zu B, = 1 für alle t aus g ist C = 1 Lösung der 
ersten Verkettungsrelationen (3.5) und C=1 ist ein Normalfaktor der über 2 voll 
zerfallenden Algebra 
(6. 10) K= 50 
Se® 

mit orthogonalen Idempotenten e*. Läßt sich jedoch die Regularität von A nicht er- 
reichen, so weiß man jedenfalls, daß für die zugehörigen Gruppenerweiterungen mit zer- 
fallendem Faktorensystem eine Lösung des Einbettungsproblems existiert, nämlich die 
Algebra (6.10). Man hat also dann nur eine Aussage vom Typus des R. Brauerschen 
Zusammenhanges '?).: 


16) Vgl. hierzu auch schon die kurze Andeutung dieses Sachverhaltes in WGA I, Fußn.?). 
17) Die diesbezügliche Bemerkung in WGA I, $ 9, ist ebenfalls im Sinne des R. Brauerschen Zusammenhanges 
zu verstehen. £ 
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Im Hinblick auf einen Beweis der Vermutung (V.) dürfte der verschränkte Gruppen- 
ring TT von besonderem Interesse sein. In ihm ist nämlich sowohl der Gruppenring Gy ., 
als auch der Gruppenring G,, „, in natürlicher Weise enthalten und unter Voraussetzung 
der Lösbarkeit der zweiten Verkettungsrelationen (3. 6) inG, „läßt sich auch der Gruppen- 
ring G, ., in TI einbetten. Letztere Einbettung erhält man, wenn man für jedes s aus g 
das Gruppenelement s mit dem Element U,B,' aus IT identifiziert. 


$ 7. Ein Ansatz zur Konstruktion von Lösungen des Einbettungsproblems. 


In HIK, $5, und HEM, $3, macht H. Hasse einen Ansatz zur expliziten Kon- 
struktion von Lösungen des Einbettungsproblems für abelsche Gruppen & unter gewissen 
Voraussetzungen über 2. Dieser Ansatz läßt sich mit den hier verwendeten Begriffs- 
bildungen auch für nichtabelsche Gruppen & bei beliebigem Grundkörper 2 formulieren. 
Dazu sei (..., B,,...) eine Lösung der zweiten Verkettungsrelationen (3. 6) für eine vor- 
gegebene Erweiterung &, von & mit der Galoisgruppe g von 2/2,, also 


Bz' B,B?®' =Q,, für alle s,t aus 9. 
Mit einem beliebigen Element A aus Gy 2 X Gy „ werde dann 
‚2296, 
(7.1) C= 5B}Ar®'(B'xB,') 
tea 
angesetzt. Daraus erhält man 
B"C(B, x B,) _ P2 (B;' BA (B/' B, x B;' B,) 
tEeg 
= 2 (BA! Qu," AP9'(Qu-, Ba” X Qu-i,, Ba"), 
tea 
letzteres aus den zweiten Verkettungsrelationen durch die Substitution s—1s-!,1—s. 
Mittels der Summationstransformation t — ts folgt weiter 
B;"C(B, X B,) nn Z(BrWQ,!" ar u re X Er 
ten 
= zB QrFArWRQ,,xQ,)(Br' x Bi'r®' 
te9 
und nach (2.5) daraus 
B,NCIB, x B) = ZB Q HA ORTQ,, xQ BE" X BEN". 
teq 
Nun ist aber nach Definition (1. 2) der symmetrischen Einbettung für die in & gelegenen 
Elemente Q,, stets O7, =Q,.xQ,,. Die beiden Faktoren Q,,' und Q,,x Q,, werden 
daher durch den Exponenten Q, } kompensiert, und es ergibt sich 
B#C(B, x B) = (ZBEAMO BE x BON)", 
t€eg J 


also nach dem Ansatz (7.1) 


B;"C(B, x B,) = C?"* für alle s aus g. 


So erhält man durch den Ansatz (7. 1) bei beliebiger Wahl von A stets ein Element C, 
das den ersten Verkettungsrelationen genügt. Offen bleibt hier die Frage, ob sich A stets 
so wählen läßt, daß C Normalfaktor einer galoisschen Algebra K/2 wird. Dann wäre K 
nach Konstruktion eine Lösung des vorliegenden Einbettungsproblems. Dazu müßte C 
der Assoziativrelation (1. 11), der Kommutativbedingung (1. 14) und der Halbeinfach- 
heitsbedingung (1. 16) genügen. Die Kommutativbedingung läßt sich leicht erfüllen, es 
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braucht z. B. nur A dieser Bedingung zu genügen. Ein erster Schritt zur Erfüllung der 
Halbeinfachheitsbedingung wäre es, wenn sich das Element € regulär machen ließe. 
Normalfaktoren galoisscher Algebren sind nämlich stets regulär, wie aus den Ergebnissen 
(les nächsten Paragraphen folgt. 


$ 8. Die Regularität der Normalelemente und Normalfaktoren. 


Zunächst soll folgende Tatsache bewiesen werden: 

Satz. Die Normalelemente W einer verallgemeinerten galoisschen Algebra K/2 sind dann 
und nur dann regulär, wenn K/Q separabel ist. 

Beweis!®). Es sei in der Darstellung (1. 3) 


W= 3 T'e" 


TE® 


ein Normalelement von K/2 und es werde 


(8. 4) W= 3 To" 


TE® 
gesetzt. Dann wird 


WW - B} TR 'oOTOorR — B} T 5 o'"*o" 


T,RE® TE RE® 
= zT z(e'0)"= Ssp(eO)T 
TEeS RE® TEW 
(wo sp die Spurbildung bezüglich & bedeutet), also 
(8. 2) WW = 5 sp(@'O)T. 
TE6 
Nun ist ein Element A= $a,T, a, aus 2, genau dann regulär, wenn die Determinante 


TE6 
|a,„ | mit 7 als zeilen- und R als spaltenbestimmendem Index nicht verschwindet. 


Folglich ist WW genau dann regulär, wenn die Bedingung 
| sp (9"*0) | + 0 
oder, was nur eine Zeilen- und Spaltenvertauschung bedeutet, 
(8. 3) |sp (0"0*) | + 0 


erfüllt ist. Dieses ist aber gerade auch notwendig und hinreichend für die Separabilität 
von K/2'?). Ist nun & sp (©”®) 7 regulär, so ist auch das Normalelement W regulär und 
TE® 
sein Inverses ist 
(8. 4) W = E sp (0'0) r) 'W. 
TE6 
Ist umgekehrt das in G,, „ gelegene Element £ sp (0’©) T nicht regulär, so gibt es 
TE6 
ein Element A +0 in G, „ derart, daß 
AZSPEOTO)T=-0 
TE6 


ist. Dann gilt nach (8. 2) weiter 
AWW =0. 


18) Der erste Teil dieses Beweises erfolgt in Anlehnung an eine Schlußweise in $11 der in Fußn.?) zitierten 
Arbeit von H.-W. Knobloch. 
1%) Vgl. Fußn. 1), 
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Also besitzt W in dem Element AW einen Nullteiler. Um zu beweisen, daß mit 
EZ sp(©"®) T auch W nicht regulär ist, braucht nur noch gezeigt zu werden, daß diese: 


TE® 
Nullteiler echt, d.h. von Null verschieden ist. Das folgt aber aus der Tatsache, daß W 
aus W durch die Zuordnung 


SS"! für alle S aus & 


bei elementweiser Invarianz von K hervorgeht. Diese Zuordnung bedeutet nämlich eineı 
Antiautomorphismus A (d.h. eine Abbildung, die alle Eigenschaften eines Automorphis 
mus hat, aber die Reihenfolge von Faktoren vertauscht) von G,,, innerhalb G,.xK. 


Wäre nun 

AW =, 
so würde durch Anwendung von A, weil A in G,, „ liegt, 

‘ (AW)\ = Wr AN = WAN = 0 

folgen. Mit A ist aber auch A* von Null verschieden. Daher wäre 

WA = 0 
ein Widerspruch zu der in $1 besprochenen G, „-Regularität des Normalelementes W. 
Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 

Als Folgerung aus diesem Resultat ergibt, sich der 

Satz. Die Normalfaktoren C einer separablen verallgemeinerten galoisschen Algebra 
K/2 sind regulär. 

Beweis. Es sei K/2 separabel. Dann sind nach dem vorigen Satz die Normal- 
elemente W von K/2 regulär. Mit W sind aber auch W x W und W" regulär. Die Inversen 
sind bzw. W' x W' und W°". Aus dieser Tatsache folgt aber unmittelbar nach dem 
Definitionsschema (1. 8) 

WxW=W*"c 
die Regularität der Normalfaktoren € von K/2. Demnach liegt bei einer separablen ver- 


allgemeinerten galoisschen Algebra K/2 für jedes Normalelement W die Bildung 
W(W x W) aus G,, „x K sogar in G,, „, und es ist 


(8. 5) WYWXW)=C, 
also 
(8. 6) (W'"xW")W"=cC". 


Eingegangen 21. Juli 1953. 
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Über die Nullstellenmengen von Polynomidealen 
über dem Potenzreihenring. 


Von Walter Thimm in Bonn. 


Einleitung. a 
Mit % werde der Ring der in einer Umgebung des Nullpunktes DO des 
{2],...,%n} = (2)„-Raumes konvergenten Potenzreihen von z,,..., 2„ bezeichnet. Wie be- 


kannt, kann man für ein o-dimensionales Primideal p in $, nach geeigneter linearer Trans- 
formation*) (y)„ = L(x). der Variablen (x). eine Basis finden, deren Elemente Polynome 


von Yz13 ++ +, %„ mit Koeffizienten aus %,, dem Ring der in einer Umgebung des Punktes 
(0), konvergenten Potenzreihen von %,,...,%, sind!). Nennen wir %,[%Y,.13 - - -, 4n] den 
Ring der Polynome von %,, :, - - -, 4, mit Koeffizienten aus ,, soistp =p n $,[Y,: 13 +: -» 4] 


ein Primideal dieses Ringes. Die Nullstellenmenge von p ist die Nullstellenmenge von p, 
eine im Punkte Ö irreduzible analytische Mannigfaltigkeit. Es entspricht also dem Prim- 
ideal p< %,[%Y,:13 + - -, 4,.] als Nullstellenmenge (p) ein in beliebig kleinen Umgebungen 
von DO monogenes analytisches Gebilde. Der geschilderte Sachverhalt löst den einfachsten 
Spezialfall des Problems, die Nullstellenmengen von Polynomidealen über dem Potenz- 
reihenring funktionentheoretisch zu charakterisieren, und zwar liegt seine Besonderheit 
darin, daß es auf (p) nur einen Punkt, nämlich ©, gibt, dessen o erste Koordinaten 0 sind: 


(pP) {(0),, Yon +» Yu} =VUd. 


Betrachten wir — unter Bezeichnungsänderung — den allgemeinen Fall eines 
Ideals E im Ring %.[2] der Polynome von z,, . . ., z, mit Koeffizienten aus %,. Es sei 3: 
der Raum der Variablen 2,,...,2x5 3« sei vermittels einer Gruppe von linearen Trans- 
formationen abgeschlossen. Vorausgesetzt werde, daß jede kompakte analytische Menge 
in 3, eine algebraische Mannigfaltigkeit sei). 

Die Nullstellenmenge von & im topologischen Produkt einer Umgebung U von O 
mit 3: sei (E). Wenn die Dimension & der algebraischen Mannigfaltigkeit (E) n {D, 3.} 
null ist, besteht (€) aus einer analytischen Mannigfaltigkeit, und wir erhalten den anfangs 
betrachteten Sonderfall. Im allgemeinen wird jedoch x > 0 sein. Zur Lösung des Problems 
der funktionentheoretischen Charakterisierung von (€) werden analytische Gebilde mit 
besonderen Eigenschaften definiert — die O-zusammenhängenden, O-kompakten ana- 
Iytischen O-Gebiete?). Diese Gebilde sind monogen im topologischen Produkt einer 
beliebig kleinen Umgebung von O mit 3,*). Insofern stellen sie eine naheliegende Ver- 
allgemeinerung der irreduziblen analytischen Mannigfaltigkeiten dar. Es läßt sich leicht 
zeigen, daß (€) bei hinreichend kleiner Umgebung U aus endlich vielen (isolierten) 





*) Alle in dieser Arbeit vorkommenden linearen Transformatoren sind nicht ausgeartet. 
1) [5], S.183 (Restsatz). 2) Vgl. [4]. 3) Vgl. $1. *) Vgl. Nr.1. 12. 
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O-zusammenhängenden, O-kompakten analytischen D-Gebieten besteht’). Umgekehr! 
ist auch jedes O-zusammenhängende, O-kompakte analytische O-Gebiet Nullstellen- 
menge eines Ideals in %„ [2]: Man kann diesen Zusammenhang ganz präzise folgendermaße:ı 
fassen. Jedem O-zusammenhängenden, O-kompakten analytischen O-Gebiet M werden 
zwei Zahlen zugeordnet): 

a) die Dimension o eines beliebigen Primkeimes von M, die wir Dimension von N. 


nennen; 

b) die Dimension o der Projektion eines Primkeimes von M in den (z)„-Raun‘, 
o heiße Stufe von M. 

Auch jedem Primideal € des Ringes %,„[2]: werden zwei Zahlen zugeordnet ’’): 

a) die Dimension o des Primideals p = % n € von %; o wird Stufe von & genannt. 

b) Durch Übergang zu den Restklassen mod p entstehe aus & das Primideal &* 
des Ringes %,,[2];. Dann sei o— o die algebraische Dimension ®) von €*; o heiße div 
Dimension von €. 2. 

Der Inhalt der beiden Hauptsätze 2 und 3 kann so formuliert werden: Die Nuli- 
stellenmenge eines Primideals im Ring %.[2] mit der Dimension o und der Stufe o enthält 
genau ein O-zusammenhängendes, O-kompaktes analytisches O-Gebiet von der Dimension 
o und der Stufe o®). Jedes O-zusammenhängende, O-kompakte analytische O-Gebiet 
mit der Dimension o und der Stufe o ist Nullstellenmenge eines eindeutig bestimmten 
Primideals von %,[2], mit der Dimension o und der Stufe o!°). 

Eine wesentliche Schwierigkeit des Beweises liegt darin, zu zeigen, daß die Pro- 
jektion eines O-zusammenhängenden, O-kompakten analytischen D-Gebietes in den 
(z)„-Raum eine im Punkte © irreduzible analytische Mannigfaltigkeit ist. Dieses Ergebnis 
bildet den Inhalt des Hauptsatzes 1'!). Bemerkt werde, daß dieser Satz ohne die Vor- 
aussetzung der O-Kompaktheit falsch ist. Die Beweise der Hauptsätze 2 und 3 benutzen 
eine von van der Waerden eingeführte Normfunktion algebraischer Mannigfaltigkeiten !?). 
Durch sie wird die Brücke zwischen den algebraischen und funktionentheoretischen Über- 
legungen geschlagen. 

Man kann die Ergebnisse der Arbeit als Verallgemeinerungen des Satzes von Chow 
auffassen, wenn man sie folgendermaßen deutet: Jedem Punkte P des Raumes 3, werde 
eine analytische Mannigfaltigkeit im topologischen Produkt einer Umgebung von P in 3. 
mit einer Umgebung des Punktes O im (x)„-Raum zugeordnet. Unter der Voraussetzung 
der O-Kompaktheit ist eine solche analytische Menge in dem durch die Hauptsätze 2 
und 3 präzisierten Sinne die Nullstellenmenge eines Polynomideals über dem Ring der 
um OD konvergenten Potenzreihen von (z).- 

In einer späteren Arbeit sollen Anwendungen der bewiesenen Sätze gebracht werden. 
Z.B. gelingt mit ihrer Hilfe die genaue Beschreibung der Menge der singulären Bild- 
punkte einer meromorphen Abbildung'®). Verf. ist überzeugt davon, daß sich seine 
Sätze und Beweismethoden verallgemeinern lassen, etwa so, daß man an die Stelle von 
3« eine kompakte Mannigfaltigkeit oder ein kompaktes Riemannsches Gebiet treten läßt. 


$ 1. Analytische O-Gebiete. 


1.1. Die Untersuchungen dieser Arbeit spielen sich im topologischen Produkt 
eines n-dimensionalen {z,,...,2n} = (2)„ = x-Raumes und eines k-dimensionalen 
{z1,...,24} = (2) = z-Raumes ab. Sie sind im x-Raum lokal auf Umgebungen des Null- 





5) Vgl. Nr. 1.15. 6) Vgl. Nr.2.4. ?)Vgl.Nr.3.1. ®)[6),8.9. °) Hauptsatz 3, Nr. 4.4. 
10) Hauptsatz 2, Nr. 4.1. u) Vgl. Nr. 2.3. ®) [11]. w) [9]. 
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punktes DO beschränkt. Der z-Raum 3, sei vermittels einer Gruppe von linearen Trans- 
formationen so mit unendlich fernen Punkten abgeschlossen, daß in 3, der Satz von 
Chow gilt: 

Jede kompakte analytische Menge in 3; ist eine algebraische Mannigfaltigkeit ’*). 

1.2. Eine im Punkt P = {z, z} irreduzible analytische Mannigfaltigkeit des {x, z}- 
Raumes heiße Primkeim des Punktes P. Es sei M eine analytische Menge. Im Punkte 
Pe M zerfällt M in endlich viele isolierte Primkeime, die wir Primkeime von M in P 
nennen. 

1.3. Es sei M eine analytische Mannigfaltigkeit in der Umgebung des Punktes P 
und U, eine Umgebung von P mit folgender Eigenschaft: 

Eigenschaft I. Das Ideal von M (im Ring der in einer Umgebung von P konvergenten 
Potenzreihen) besitzt eine Basis, die kohärent in Uu 15) jst 16), 

Dann werde die analytische Menge 

(1) (M)=MnrU, 
analytisches Gebiet genannt. Der Punkt P heiße Zentrum von (M). Wenn M Primkeim 
des Punktes P ist, heiße (M) Primgebiet. 

1.4. Es sei ein Punkt P = {D,z}€ {D, 3:} Zentrum des Primgebietes (A). Die 
zugeordnete Umgebung U, besitze außer Eigenschaft I: 

Eigenschaft II. Es seien U,={X,Z}, (6) = (A) {QO,Z}, [6] = Ar (9,29). 

a) Jeder Punkt von [6] lasse sich in (6) durch eine Kurve mit {0, z} verbinden. 

b) Es sei {0,2,} Randpunkt von (6) und ö, Primkeim von ö in {O,2,}. Dann 
sei ö, rn (6) nicht leer. 

Unter diesen Voraussetzungen für A und U, heiße A O-Primkeim und (4) O-Prim- 
gebiet. Aus dem Satz über die Triangulierbarkeit einer analytischen Menge folgt, daß es 
beliebig kleine Umgebungen U, mit den Eigenschaften I und II für A gibt. 

1.5. Eine höchstens abzählbar unendliche Menge von D-Primgebieten: 


(2) (Ar), (Aa), .» 
heiße analytisches D-Gebiet; die Reihe (2) werde seine Darstellung genannt; vgl. hierzu 
noch 1.7. 

1.6. Wir bestimmen ein Überlagerungsgebiet M des analytischen O-Gebietes M 
durch folgende Festsetzungen: Es seien PEM und (A) ein O-Primgebiet von M mit 
P« (4). Ferner sei A, ein Primkeim von A in P. Dann bestimme das Paar ® = (P, A,) 
einen Punkt von M. Er heiße Überlagerungspunkt seines Grundpunktes P. Die Punkte 
PB = (P, 4,) und O = (Q, A,) seien dann und nur dann identisch, wenn P=Q,4,= 4, 
gelten. Das Überlagerungsgebiet M wird ein topologischer (Hausdorffscher) Raum durch 
die folgende Umgebungsdefinition: ® = (P, A,) sei ein Punkt von M; (4,) sei ein Prim- 
gebiet auf A,. Eine Umgebung von ® bestehe aus den Punkten Q = (Q, ö,) mit Q € (A,), 
ö, Primkeim von A, in Q. 

1.7. Die in 1. 5 gegebene Definition des analytischen O-Gebietes ist unvollständig; 
es fehlt die Aufklärung der Abhängigkeit dieses Begriffes von der Darstellung. Es seien 
M, und M, analytische O-Gebiete mit Darstellungen 


M, .; L(4)), (A,), .. -J M, = [L(ö,), (6,), .. .]- 





14) [4], S. 382. 
15) Durch Überstreichen des Symbols einer Punktmenge werde ihre abgeschlossene Hülle bezeichnet. 
16) [3], S. 29. 
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Es sei M, = M,, wenn es eine Umgebung U von © gibt derart, daß die über Punkten von 
{U, 3,} gelegenen Teile der Überlagerungsgebiete M, und M, übereinstimmen, d.h. 

a) zu jedem Punkt (P,, A)EM, mit P,= {2°, 2), ze U, gibt es ein D-Prim- 
gebiet (ö,) € M, derart, daß A Primkeim von (d;) in P, ist; 

b) zu jedem Punkt (Q,, 6) € M, mit Q, = {z°, 2°}, x’ € U, gibt es ein DO-Primgebiet 
(A) EM, derart, daß ö Primkeim von (A,) in P, ist. 

1.8. Das O-Primgebiet (A,) heiße O-Fortsetzung des DO-Primgebietes (A,), wenn es 
einen O-Primkeim A, (Zentrum P, = {Q, z°}) gibt, der in P, Primkeim von (4A,) und 
(A,) ist. Das analytische O-Gebiet M heiße O-zusammenhängend, wenn es in einer Dar- 
stellung zu beliebigen O-Primgebieten (A) e M, (A*)eM endlich viele O-Primgebiete 
(A)EM,i=4A,...,h, gibt derart, daß (A,) = (4), (A,)= (A*) ist, und (A;,,) eine 
D-Fortsetzung von (4A,) ist, i=1,..,„h—1. 

1.9. Das analytische O-Gebiet M heiße DO-kompakt, wenn es eine Umgebung U 
von O gibt derart, daß (in einer Darstellung von M) für jedes Kompaktum 8 < U gilt: 


Die Menge der Punkte des Überlagerungsgebietes M, deren Grundpunkte in {$, 3.) 
liegen, ist kompakt. Die Umgebung U heiße dann Kompaktheitsumgebung für M. 


1.10. Die Eigenschaften des D-Zusammenhanges und der D-Kompaktheit eines analy- 
tischen D-Gebietes M sind unabhängig von der Darstellung von M. 


Bezüglich des O-Zusammenhanges folgt diese Unabhängigkeit aus der Eigenschaft II 
(1.4) und 1.7; bezüglich der O-Kompaktheit ist sie eine Folge aus 1. 9 und 1.7. 


1.11. Für O-kompakte analytische O-Gebiete können die in 1.7 angegebenen 
Bedingungen für die Gleichheit analytischer O-Gebiete abgeschwächt werden. 
Die DO-kompakten analytischen D-Gebiete M, und M, sind dann und nur dann gleich, 


wenn die über {D, 3x} liegenden Punkte von M, und M, übereinstimmen. Die Notwendigkeit 
dieser Bedingung ist nach 1.7 klar. Um ihre Hinlänglichkeit zu zeigen, führen wir einen 
indirekten Beweis. Es gebe eine Folge U, von Umgebungen von ©, die sich auf den 


Punkt DO zusammenziehen, und zu jedem U, einen Punkt ®; = (P;, 4,) € M, mit 
P, = {x’,2'} und x’€ U,, so daß ®, € M, ist. Wegen der O-Kompaktheit von M, haben 
die ®, einen Häufungspunkt Q = (0, 6) mit Q = {D, 2}. Nach Voraussetzung ist Q € M,. 
Aus 1.6 folgt, daß A, für unendlich viele A Primkeim von ö in P; ist. Es liegen daher 
unendlich viele ®, auf M;; das widerspricht ihrer Definition. 

1.12. Die O-zusammenhängenden, O-kompakten analytischen O-Gebiete haben in 
bezug auf QO-Fortsetzung die Eigenschaften monogener analytischer Gebilde; denn 
es gilt: 

Die D-zusammenhängenden, D-kompakten analytischen D-Gebiete M, und M, sind 
dann und nur dann gleich, wenn es einen Punkt ® = (P, A) mit P = {D,z} gibt, der zu 
M, und zu M, gehört. 

“ Die Notwendigkeit ist nach 1. 11 trivial. Zum Beweis der Hinlänglichkeit bezeichnen 
wir die Menge der über {O, 3:} liegenden Punkte von M, mit N,. Wegen 1.4 und 1.8 
ist N, zusammenhängend. N, = Nın M, ist wegen 1.6 offen und wegen der O-Kom- 
paktheit abgeschlossen in N,. Da nach Voraussetzung N,, nicht leer ist, folgt N. = N. 
Genau so zeigt man, daß alle über {O, 3} liegenden Punkte von M, zu M, gehören. 
Daraus ergibt sich wegen 1. 11 die Behauptung. 
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1.13. Es werden jetzt einige Eigenschaften von D-kompakten analytischen O- 
Gebieten zusammengestellt, deren Beweise fast unmittelbar aus der Definition 1.9. 
[olgen. 

Voraussetzung. Es sei M ein O-kompaktes analytisches O-Gebiet mit der Kompakt- 
heitsumgebung U (1.9). Dann gilt: 

a) Zu jedem Punkt P, = {x°, 2} EM mit x’ € U gibt es eine Umgebung V von P, 
und endlich viele Primkeime A, v—=1,...,N,in P, derart, daß jeder über {V, 3.} liegende 
Punkt von M die Darstellung (Q, 6) besitzt, wobei ö Primkeim eines A, in Q ist. 

b) 8 sei ein Kompaktum in U. Der über {$, 34} liegende Teil vom M ist ein Bi- 
kompaktum '?). 

c) Es gibt eine Darstellung von M durch endlich viele D- Primgebiete. 

d) M kann eindeutig in endlich viele D-zusammenhängende analytische D-Gebiete 
serlegt werden derart, daß jede Komponente D-kompakt ist. 

Lediglich zum Beweise der letzten Behauptung sind Erläuterungen nötig. Nach c) 
darf für M eine Darstellung durch endlich viele O-Primgebiete zugrunde gelegt werden, so 
daß M leicht in die O-zusammenhängenden Komponenten zerlegt werden kann. Um 
indirekt zu schließen, nehmen wir an, daß eine dieser WR — etwa W” — nicht 
O-kompakt sei. Dann gibt es eine Po Bı = (P, AJ)EN,A=1,2,..., mit einem 
Grenzpunkt Q = (0, 6) € N, wobei Q — = {O, 2} ist. ö sei Primkeim - D-Primgebietes 
(A*) von M, das zur Komponente =, N von M gehöre. Ohne die Allgemeinheit ein- 
zuschränken, dürfen wir annehmen, daß alle ®, in demselben DO-Primgebiet (A) von N 
liegen. Da (A) und (A*) nicht O-zusammenhängen, ist Q Randpunkt von (A). Wegen 
Eigenschaft II b) in 1.4 enthält (A) Punkte von ör {Q, 3.}. Ein Primkeim von ö in 
einem solchen Punkte stellt den O-Zusammenhang zwischen (A) und (A*) her. Das ergibt 
einen Widerspruch zu unseren Annahmen. 

1.14. Der folgende Satz gibt eine Methode zur Konstruktion von O-kompakten 
analytischen O-Gebieten. 

Satz 1. Es sei WM ein D-kompaktes analytisches D-Gebiet. Es sei 

(1) F = Frlin 4 u le In) = F;(z| x), IE 


ein System von Polynomen von (2); mit Koeffizienten, die in der Umgebung X von D in den 
Variablen (x), analytisch sind. Es sei A die Menge der Lösungen der Gleichungen 


(2) FT u 2 


ii, 


in {X, 34}. Dann gibt es ein D-kompaktes analytisches D-Gebiet W und eine Umgebung 
U< X von D derart, daß 


(3) KUNA, 3} 
gilt. U ist ferner eine Kompaktheitsumgebung von W. 
Beweis. Es sei M = [(A,), - - -, (An)], vgl. 1.13, ce). Es gelte: 
(A)= Ar {XnZuh u=l,...h, 
vgl. 1.4. Es sei 2 irgendein Punkt von 3,.. Dann gibt es eine TREU U(P) = {H,,Z(z) 
des Punktes P =D, z} mit folgenden Eigenschaften: 


)H<EoN A; 


2) alle Ekeeiaih von (2) auf (4,)U(P) erfüllen endlich viele (isolierte) O-Primgebiete 
(ö,(P, »)) = 8,(P, ») n UP), v»=1,...„ru(P). 
7) Vgl. [1], 8.86 und [2], 8. 8. 
24* 
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Diese Forderung sei für u = 1,...,h erfüllt. Wenn P nicht zu {O, 2} r MA 
gehört, ist U(P) als frei von Punkten aller Mengen (1,) n X zu wählen. Nach dem Heine- 
Borelschen Überdeckungssatz überdecken endlich viele Gebiete Z(z),x = 1,...4, 
den Raum $;. Wir setzen P, = {DO, 2}, =14,..., A. Es sei® das analytische O-Gebiet 
mit den DO-Primgebieten 


(ö,(Pa»)), =: srulP); u=tb..„ha=1,...A. 


A 
Ist U eine Kompaktheitsumgebung von N, so silU =Unn H,*. Dann haben X und U 
&=|1 


die verlangten Eigenschaften. 


1.15. Setzen wir in Satz 1 
M = {U, 3ı}, U = Umgebung von Ö, 


so erhalten wir das Ergebnis: Die Lösungen eines Gleichungsystems (2) erfüllen ein D- 
kompaktes analytisches D-Gebiet. Ein Hauptziel der folgenden Untersuchungen ist die 
Umkehrung. Jedes O-kompakte, analytische O-Gebiet wird durch ein Gleichungs- 
system (2) bestimmt. 


1. 16. Satz 2. Es sei M ein O-kompaktes, analytisches D-Gebiet, U eine Kompaktheits- 
umgebung für M. Es sei x irgendein Punkt von U. Dann ist M rn {x, 3x} eine algebraische 
Mannigfaltigkeit. 

Der Beweis folgt aus 1.9 nach 1.1. 


1.17. Satz 3. Es sei M ein O-kompaktes analytisches D-Gebiet; x sei irgendein Punkt 
in einer Kompaktheitsumgebung von M. Es sei ®* = (P*, d) mit P* = {x,2*} ein Punkt 
des Überlagerungsgebietes von WM. Dem Primkeim d werde eine Umgebung U(P*) von P* 
mit den Eigenschaften I (1.3) und II (1.4)!8) zugeordnet. Die Menge M(x) der so kon- 
struierbaren x-Primgebiete (1.4)"®) (d) = dr U(P*) (d. h. deren Zentrum auf der algebra- 
ischen Mannigfaltigkeit Mr {x, 3x} liegt, 1.16) bildet ein x-kompaktes (1.9)'*) analy- 
tisches x-Gebiet, 1.5'®). 

Zu beweisen ist nur die x-Kompaktheit von M(x), die aus der O-Kompaktheit 
von M folgt. 

1.18. Wenn bei den folgenden Überlegungen O-kompakte analytische O-Gebiete 
auftreten, werde für sie eine Darstellung durch endlich viele O-Primgebiete angenommen. 


$ 2. Projektionen von O-kompakten analytischen O-Gebieten. 


2.1. Es werden Definitionen aus früheren Arbeiten des Verfassers!?) zusammen- 
gestellt. 

a) Es sei A ein Primkeim des Nullpunktes DO des (z)„-Raumes. Das zu A gehörige 
Primideal im Ring der in einer Umgebung von OÖ konvergenten Potenzreihen enthalte 
kein Element, das von x,,.... ., 2, abhängt, und für jeden Wert von j, j=1,...,n—o, 
ein-Element, das regulär in x,;; ist und sonst nur von &,, . . ., 2, abhängt. Dann gestattet 
A eine kanonische Darstellung mit den unabhängigen Variablen x,,..., 2,. Diesen Sach- 
verhalt kennzeichnen wir durch die Gleichung: 


(1) A=K:D- [an %n | (&)e]- 


18) mit x an Stelle von D. 
») [10]. 
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b) A sei ein Primkeim des Punktes {O, 2°} im {z, z}-Raum. Es gebe eine lineare 
Transformation der Variablen (x),: 


(2) (Yn = L(Z)n 
derart, daß 
(3) A=K:-D. ern“ Y| (Yo (2); ] 


gilt. Dann gebrauchen wir den Ausdruck: A hängt parametrisch von z ab. 


2.2. Im .(r + s)-dimensionalen {(u),, (v),}-Raum sei A Primkeim des Nullpunktes 2. 
Die Dimension o von A sei Ss. Die lineare Mannigfaltigkeit == v,=(0 schneide A 
im einzigen Punkte D. 

a) Dann gibt es lineare Transformationen der Variablen (u), bzw. (v), 


(1) (0), = Li(u),, (9) = Le(v), 
derart, daß 
(2) A ie K:D- [®1, +. », Dr, Pot+n+* ps | (P)e] 


gilt. 

b) Die Projektion von A in den (v)‚-Raum ist ein Primkeim 4A’ des Punktes 
{(v), = (0),} mit der kanonischen Darstellung 

(3) A'=K-D- [pam 9 |(p)e)- 

Der Beweis geschieht durch vollständige Induktion nach r unter Verwendung der 
Kroneckerschen Eliminationsınethode. 


2.3. Es sei M ein analytisches D-Gebiet (1. 6). Die Menge M’ aller Punkte z, für 
die es Punkte z mit {x,2}€ M gibt, heiße Projektion von M (in den x-Raum)?°). Das 
Ziel der folgenden Untersuchungen ist der Beweis des Satzes: 

Hauptsatz 1. Es sei M ein D-kompaktes analytisches D-Gebiet. Dann gibt es eine 
Umgebung U von D derart, daß die Projektion von {U, ZU} nM in den x-Raum eine 
analytische Mannigfaltigkeit in U ist. 

Vor dem Beweise dieses Satzes sind eine Anzahl von Hilfsbetrachtungen nötig, 
welche die Struktur von M aufklären ; wir führen sie in den folgenden Abschnitten durch 
und kommen dann auf den Beweis des Hauptsatzes 1 zurück. 

2.4. Es sei M ein O-zusammenhängendes, analytisches O-Gebiet. Es sei (4) ein 
D-Primgebiet von M. Es gelte mit einer linearen Transformation L: 


(1) (Ün+z = L((&)n, (2) , 
(2) A=K:D- [tern + + in+k | (te]- 
Die Zahl o heiße Dimension von M. 


Der Punkt P = {x,z} sei ein regulärer Punkt von A bezüglich der kanonischen 


Darstellung (2), so daß A in der Umgebung von P durch analytische Funktionen dar- 
stellbar ist: 


(3) Zy=%ut+ Yu), HS l,...n, 
(4) =, + vl), 7 =1,..,%. 


Der Rang der Funktionalmatrix ; ‚wel..njel,...e, in besug auf 
; 


identisches Verschwinden der Determinanten heiße Stufe o von M. Es ist o < o. Wenn 


20) Den eingeklammerten Zusatz lassen wir meistens weg. 
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o = oist, nennen wir M reduziert. Wenn die Determinante = 20 ist (r=1,...,o), 
Ir 

nennen Wir 2,,...%,, analytisch unabhängig auf M. Wegen des vorausgesetzten D- 

Zusammenhanges von M sind Dimension, Stufe und analytische Unabhängigkeit von 

Variablen auf M unabhängig von (A)EM und von der für A verwendeten kanonischen 

Darstellung. 


Aus der Definition von Dimension und Stufe folgt leicht: 


17° 


Folgerung. Es sei M ein O-zusammenhängendes, analytisches O-Gebiet mit der 
Dimension o und der Stufe o. Dann gibt es Variablen x;,...,%;,2,,-- .„2;,_, mit folgen- 
der Eigenschaft: Es sei A irgendein Primkeim von W. Es gelte (1) und (2). 


Dann ist 
OXi, 02,, 
det -.„.“, 50, sel, rel. . son Ami,..s 
cl, eh; 


2.5. Es seiM ein D-zusammenhängendes, D-kompaktes analylisches D-Gebiet mit 
der Dimension o und der Stufe o. Es seien x ein Punkt der Projektion M’ von M und 
Mr) = {r, Zi} mM. Hierbei ist Mx eine algebraische Mannigfaltigkeit (1. 16). Das Mini- 
mum der Dimensionen der isolierten irreduziblen Bestandteile von M(x) sei (x). Dann gilt: 


(1) (2) 2 0—o. 

Beweis. Es sei P = {x,2} ein Punkt von M(z), in dessen Umgebung Mr) die 
Dimension x = r(x) hat. Der Punkt P liege auf dem DO-Primgebiet (A) von W. Bei ent- 
sprechender Indizierung der Variablen x sind x,,..., x, analytisch unabhängig auf M. 


Es gibt dann in jeder Umgebung von P Punkte P, auf (A), in denen A eine Darstellung 
durch analytische Funktionen 


(2) Eu; = Aayjli %,); j=1h..„n—o, 


(3) z,, = Zl2n:-sZuolun nt va. ah, 


besitzt. In der Umgebung von P werde A durch die analytischen Gleichungen 

(4) Gl2,3)=0, A=1,..,4, 
bestimmt (1. 3). Weil die Dimension von M(x) in der Umgebung von p gleich « ist, gibt 
es eine lineare Transformation der z: 

(5) (dr = L(z)ı 
derart, daß aus den Gleichungen (4) in der bekannten Weise (Weierstraßscher Vorbe- 
reitungssatz, Kroneckersche Eliminationsmethode) nacheinander Li, k-1 - + - x-a+ı 
eliminiert werden können, so daß Resultantensysteme 

(6) Mr) = R=hruh 


gewonnen werden; 6 = Polynom von {,;_,.; mit Koeffizienten, die im Punkte 


da (Der analytisch sind, wobei nach (5) noch (£);, = L(z), gesetzt wurde. Es ist 
1szr<sk—a. Das Resultantensystem des (k — a)-ten Systems (6): 


(7) Gl (de) = 0, ale. her 


ist für x = x identisch erfüllt, da andernfalls die Dimension von M(x) in der Umgebung 
von z kleiner als x wäre. Wählen wir P, hinreichend nahe an P, so genügen die Funktionen 
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(2) und (3) den Gleichungen (5), (6), (7). Nach Einsetzen von (2) in (6), (7) erkennt man, 
daß jeder Primkeim in P,, der den Gleichungen (4) genügt, eine Dimension So +x 
besitzt. Es ist alsoo So +a = 0o-+ r(r). Daraus folgt (1). 

2.6. Es sei M ein D-zusammenhängendes, D-kompaktes analytisches D-Gebiet. Es 
gibt im Raum 3, eine algebraische Mannigfaltigkeit A und dazu eine Umgebung U, von DO 
mit folgenden Eigenschaften: 

a) N sei das D-kompakte analytische D-Gebiet für das % (U, ZI} =Mrn{UV,, A} gilt. 

b) Es sei ze U, ein Punkt der Projektion M’ von M derart, daß die Dimension der 
algebraischen Mannigfaltigkeit M(x) = {x, Zı} nM größer als 0 ist. Dann liegi x auch 
in der Projektion W' von W. 


c) Jede DO-zusammenhängende Komponente von WR hat kleinere Dimension als M. 


Beweis. Wir bestimmen W als (k — 1)-dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit 
gemäß den folgenden Bedingungen: 1) W schneide jede algebraische Mannigfaltigkeit in 
3, deren Dimension > 1 ist *'), 2) WX enthalte nicht W. Nun folgt aus Satz 1 (1. 14) die 
Behauptung. 


2.7. EsseiM ein DO-kompaktes analytisches D-Gebiet. Dann gibt es eine Umgebung U 
von D und ein D-kompaktes analytisches D-Gebiet R mit folgenden Eigenschaften: 


a) Jede D-zusammenhängende Komponente N* von W ist reduziert (2. 4). 
b) Es gibt für jedes N* eine algebraische Mannigfaltigkeit W* in 3. derart, daß 


(1) {U, ZN = {U, A AM 
eilt. 

c) Für die Projektionen M’ bzw. W' von M bzw. N ist 

(2) MAU=WnU. 


Beweis. Wir beweisen den Satz unter der Voraussetzung des O-Zusammenhanges 
von M. Der allgemeine Fall kann durch Zerlegung von M in die O-zusammenhängenden 
Komponenten hierauf zurückgeführt werden. Zum Beweise des Spezialfalles verwenden 
wir vollständige Induktion nach der Dimension o von M. Die Stufe von M sei o. Für 
o=Vist a—=(, also o = o, und der Satz ist mit N — M richtig. Nun sei der Satz für 
Dimensionen < o— 1 bewiesen. Im Falle o = o darf D = M gesetzt werden. Es werde 
also o Zo + 1 angenommen. Wir wenden Satz 2.6 an und benutzen zum Beweise von 
(2) Satz 2.5. Die Induktionsvoraussetzung liefert sodann das gewünschte Ergebnis. 


2.8. Im Beweise von Hauptsatz 1 wird eine Projektion des x-Raumes in einen 
(n — 1)-dimensionalen linearen Teilraum vorgenommen. Dazu muß eine geeignete 
Projektionsrichtung gewählt werden. Es seien d ein Primkeim des Punktes OÖ von der 
Dimension o und x’ € d. Wir setzen 


(1) se tat, iel,...n, 


und fassen die x; als Koordinaten in einem projektiven (rn — 1)-dimensionalen Raum A auf. 
Wir nennen (x) eine Ausnahmerichtung für d in x°, wenn die Ebene (1) in der Umgebung 
von x° auf d liegt. 

Durch Überlegungen, die analog sind zu entsprechenden Untersuchungen bei 
Lefschetz-Whitehead ??) kann gezeigt werden: 

Es gibt eine Umgebung & von & derart, daß die Menge der Ausnahmerichtungen 
für din Punkten von dr X im Raum A nirgends dicht ist. 


2!) Wenn 3; der projektive Raum ist, ist die Existenz solcher Mannigfaltigkeiten trivial; jedoch auch für 
anderweitig abgeschlossene Räume läßt sie sich leicht zeigen. 
2) [7], S. 513. 
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2.9. Nach den Vorbereitungen in den Nrn. 2.4 bis 2.8 beginnen wir mit dem 
Beweise des Hauptsatzes 1 von 2.3. Wir verwenden vollständige Induktion nach der 
Dimension N der algebraischen Mannigfaltigkeit M, = {0, 3} W. 

a) Für N = 0 ist Hauptsatz 1 eine Folge aus dem Satz 2. 2. 

b) Der Hauptsatz 1 sei für O-kompakte, analytische DO-Gebiete bewiesen, für 
welche M, eine Dimension < N —1 besitzt. Dann sei M ein O-zusammenhängendes, 
O-kompaktes, analytisches O-Gebiet mit der Kompaktheitsumgebung U; die Dimension 
von M, sei N. 

Wenn M nicht reduziert ist, wenden wir den Satz 2.7 an, aus dem mit Rücksicht 
auf die Induktionsvoraussetzung der Hauptsatz 1 für M folgt. Zu beweisen bleibt der 
Hauptsatz 1 im Falle eines reduzierten M. Es werde also für M die Gleichheit von 
Dimension o und Stufe o vorausgesetzt. 

2.10. Wir bestimmen ein O-kompaktes analytisches O-Gebiet N und eine Um- 
gebung U, von © mit den im Satz 2.6 angegebenen Eigenschaften. Die Induktions- 
voraussetzung liefert für die Projektion N’ von N das Ergebnis: Es gibt eine Umgebung 
U,von © derart, daß U, n®' eine analytische Mannigfaltigkeit $ in © ist; die Dimension 
von Pist Se —1. ' 

2.11. Es sei ® = (P,d) mit P = {x,z} ein Punkt des Überlagerungsgebietes M. 
Wir nennen ® einen gewöhnlichen Punkt von M, wenn dn {x, 3:} = P ist. Andernfalls 
heiße ® außergewöhnlicher Punkt von M. 

a) Es sei ®= (P,d) mit P= {x,z} ein gewöhnlicher Punkt von W. Dann gibt es 
lineare Transformationen der Variablen (x). bzw. (2)x: 


(1) (Yn = Lila, (Dr = Lel2)ı 
derart, daß 

(2) d=K-D-[&,-:- 8 Yerır = - + Yn | ()e] 
ist. Die Projektion d’ von d in den x-Raum ist Primkeim in x: 

(3) d=K:D: [yerıs + - + Yn |(We]- 


b) Es sei ® ein gewöhnlicher Punkt von M. Dann gibt es eine Umgebung von ® auf 
M, die nur gewöhnliche Punkte von M enthält. 

c) Die Menge der außergewöhnlichen Punkte von M ist abgeschlossen in M. 

d) Essi ® = (P,d) mit P= {x,2} ein außergewöhnlicher Punkt von M. 

Es gelte ze U, U,, vgl. 2.10. Dann ist ze ß. 

Beweis. a) folgt aus Satz 2.2; b)undc) ergeben sich aus a), und d) ist eine Folge- 
rung aus Satz 2. 6. 

2.12. Es folgt die Bestimmung einer Projektionsrichtung des x-Raumes auf einen 
linearen Teilraum. 


4) Nach 2. 8 gibt es eine Umgebung U, von Ö derart, daß die Menge A(P) der Aus- 
nahmerichtungen für ß in Punkten von d n U, im projektiven Raum A nirgends dicht ist. 


2) Es sei B die abgeschlossene Hülle einer Umgebung von © mit 


B<UMU,nU,nQ;; 


vgl. 2.9, 2.10. Nach 1.13, b) ist der über {B, 3«} liegende Teil [M] von M ein Bi- 
kompaktum. 
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3) Es sei m eine natürliche Zahl. Dem außergewöhnlichen Punkte ® = (P, d)e [M] 
werde eine Umgebung ®,„(®) auf M zugeordnet, die durch ein Primgebiet auf d bestimmt 


wird, dessen Durchmesser (in der Metrik des {z, z2}-Raumes) < L ist; vgl. 1.6. Die Ver- 


einigungsmenge der ®„(®P) für alle außergewöhnlichen Punkte von [M] sei ®,. 
a) [Mm = [M] — Bun [M] ist ein Bikompaktum. 
b) [M]. enthält nur gewöhnliche Punkte von [M]. 


ec) [M,] = U [M], ist die Menge aller gewöhnlichen Punkte von [M]. 
m=1 


4) Es sei ® = (P,d) mit P= {z,z} irgendein Punkt von [M]„. Nach 2.41, a) und 
2.8 gibt es eine Umgebung %(xz) des Punktes x derart, daß die Menge der Ausnahme- 
richtungen für die Projektion d’ von d in Punkten von d’n &%(z) im Raum A nirgends 
dicht ist. Dann existiert auf Grund von 2. 11, a) eine Umgebung V(®) von ® derart, daß 
die Projektion von dr V(®) in &(x) liegt. So werde jedem Punkte ® € [M]„ eine Um- 
hebung V(®) zugeordnet. Als bikompakte Menge wird [M]„ von endlich vielen solchen 
Umgebungen überdeckt. Die Vereinigungsmenge der diesen Umgebungen entsprechenden 
Mengen von Ausnahmerichtungen sei W„; YA, ist nirgends dicht in A. Es sei 


A AB) v U Un. 


Nach dem Baireschen Dichtigkeitssatz ist A — W dicht in A. 
5) Es sei ae A— MW. Wir setzen 


(1) =olt, vel,...,n, 
und bestimmen eine lineare Transformation 

(2) (Yn = L(&)n 
derart, daß die Gleichungen y, = % =: = %.-ı = 0 die Lösung (1) haben. Wir pro- 
jizieren M in den {(y)„-,, z2}-Raum. 

2.13. Die soeben getroffene Wahl des y-Koordinatensystems hat die folgende 
wichtige Konsequenz: 

Es sei B = (P,d) mit P= {y,z} ein Punkt von [M]. Setzen wir in die Gleichungen 
von d: 

(1) Gı(y, 2) = 0, 1=1,..,4, 
Yı = Yır +: + Yn-ı = Yn-ı ein, so entstehe das Gleichungssystem 

(2) Gum 2)=0, A=1,...4. 


Es gibt eine Umgebung K des Punktes y„ in der y„-Ebene und eine Umgebung Z(z) von z 
derart, daß die Gleichungen (2) für beliebige z aus Z(z) in K außer eventuell y, keine Lösung 
besitzen. 

Beweis. 1) Einer der Primkeime in Q = {y., 3}, welche die Lösungen von (2) in 
einer Umgebung von Q enthalten, sei y; die Dimension von y sei r. Alle Punkte 


(3) U(Y)n-1, Ya, 2*} mit {ya,2*) € y 


liegen auf d. Ist P, = {(y)a-ı, 4), 2°} irgendeiner von diesen Punkten, so gibt es einen 
Primkeim ö von d in P, und einen Primkeim y, von y in Q, = {y),2°}, so daß 
{(Ya-1, Yı < 6 ist. 
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2) Esiwerde vorausgesetzt, daß unter den Punkten (3) gewöhnliche Punkte von [M] 
seien. Wegen 2.11, b) kann P, so gewählt werden, daß ®, = (P,, 6) ein gewöhnlicher 
Punkt von [M] und Q, ein regulärer Punkt von y ist. Dann besitzt y, in der Umgebung 
von Q, eine Darstellung durch analytische Funktionen 


(4) Y = lt... 8), Zu = Yıldz t,), sel,...%. 
Ferner liegen die Punkte 
(5) (Ya-ı un (Ya-ı, Yn =p, Zu = Yı; M= 1, . ; [7 k, 


auf ö. Wegen der Wahl des y-Koordinatensystems bestimmt (Y)„-ı = (Yy)a-ı im Punkte 
{(Y)a-ı, Y)} keine Ausnahmerichtung für die Projektion ö’ von ö. Daraus und aus 2. 11, 
a) folgt für (YJn-ı = (Y)-ı: 

Y=Y- 

Da ®, ein gewöhnlicher Punkt von [M] ist, ergibt sich daraus2, = 2), u=1,...,k. 
Daher ist r = 0. Es besteht also y aus dem Punkte Q. 

3) Wenn also r> 0 ist, sind alle Punkte (3) außergewöhnliche Punkte von [M]. 
Dann liegt nach 2. 11, d) {(y),.-ı, y*} auf 8. Weil (y)n-ı = (Yy)„-ı nach 2. 12 keine Aus- 
nahmerichtung für ß in y bestimmt, folgt %. = Yn- ’ 

4) Aus 2) und 3) ergibt sich: Es gibt eine analytische Mannigfaltigkeit I’ in z derart, 
daß alle Lösungen von (2) in einer Umgebung von Q die Punkte 

(6) {Yn, 2€ I'} 
sind. Hieraus folgt die Behauptung. 

2.14. Im Anschluß an 1.3, 1.4 und 2. 12 werde folgende Bedingung für O-Prim- 
gebiete eingeführt. 

Eigenschaft Ill. Es sei (A)=AnU, ein O-Primgebiet mit dem Zentrum {O, z}. 
Außer den Eigenschaften I (1.2) und II (1. 4) gelte für das Gebiet U: 

U,={X,2Z},1.4; Y=L(X)2.12; Y= {K, Y*}; 
hier seien K ein Kreis in der y„-Ebene mit dem Mittelpunkt y, = 0 und Y* eine Um- 
gebung des Punktes 
D*: (Ya-ı= (On-ı- 
A. Mit einer analytischen Mannigfaltigkeit /' des Punktes z sei 
(A) (4) " {(Ya-ı = (O1, K,Z}= {DT nZ}. 


B. Unter der Voraussetzung von A ist die Projektion von A in den {(y)„-ı, 2}-Raum 

ein Primkeim A* des Punktes {O*,z}. Es sei 
(4*) = A* n {Y*,Z}. 

Das Gebiet {Y*, Z} habe für A* die Eigenschaften I und II. Es ist dann (4*) ein 
O*-Primgebiet, 1.42). Außerdem gelte: Ist P, = {y’,z°}e A und (yPn-ı € (4*), so 
sei VEK. 

Aus 2.13 folgt: 


Es gibt eine Darstellung von M durch (endlich viele) D-Primgebiete mit der Eigen- 
schaft Ill. 


2) mit O* an Stelle von D. 
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Bei den folgenden Untersuchungen werde für die Darstellung von M die obige 
Eigenschaft vorausgesetzt. 


Folgerung. Es sei K ein Kreis um den Punkt y„ = 0 in der y„-Ebene. Dann gibt es 
eine Umgebung W* von D* mit der folgenden Eigenschaft: 

Aus P = {(ya-1, Ym2} EM und (Yn-ı€ W* folgt ne K. 

2.15. Wir definieren die Projektion von M in den {(y)„-ı,2z}-Raum durch die 
folgenden Festsetzungen: Es sei B = (P, A) mit P= {DO, 2} irgendein Punkt von M und 
(A) ein D-Primgebiet auf A mit der Eigenschaft III. Die Projektion von (A) in den 
((Y)a-ı, 2} Raum sei (A*), 2. 14. Die Vereinigungsmenge aller O*-Primgebiete (4*), die 
für Punkte von M mit Grundpunkten auf M, (2.4) konstruiert werden können, ist 
wegen der O-Kompaktheit von M ein analytisches O*-Gebiet M*, 1.5 °*). Wir nennen 
M* Projektion von M in den {(y)„-ı, 2}-Raum. 

2.16. Folgende Sätze beschreiben die Eigenschaften der Projektion M*: 

a) M* ist DO*-zusammenhängend, 1. 8**). 

b) M* ist O*-kompakt, 1.9). 

c) M* ist reduziert, 2.4. Die Dimension von M* ist o. 

d) Projiziert in den z-Raum sind die algebraischen Mannigfaltigkeiten 

M, = {ö, 3.} AM und M* = {O*, 3} M* 
identisch. 

e) Bei der Projektion von M auf M* gehen gewöhnliche Punkte von M in gewöhnliche 
Punkte von M* und außergewöhnliche Punkte von M in außergewöhnliche Punkte von M* 
über, 2. 11. 

Beweis. a) folgt aus: Sind (A,) und (A,) O-zusammenhängende DO-Primgebiete mit 
der Eigenschaft III, so sind ihre Projektionen (A#) und (A*) O*-zusammenhängend. 

b) ist eine Folge aus der in 2. 14 erklärten Beziehung zwischen (A) und (A*) und 
der O-Kompaktheit von WM. 

c) und e) ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen und der Wahl des y-Koor- 
dinatensystems. 

d) folgt aus (1), 2. 14. 

2.17. In derselben Weise, wie die Projektion M* von M in den {(Y)„-ı, 2}-Raum 
bestimmt wurde (2. 15), läßt sich die Projektion N* von R (2. 10) in den {(y)„-ı, 2}-Raum 
definieren. Es gilt nämlich 2. 13 auch für N, weil sich $ auf Grund der Wahl des y-Koordi- 
natensystems in den (Y)„-,-Raum als analytische Mannigfaltigkeit 8* des Punktes O* 
projiziert. Wir finden: 

a) N* ist O*-kompakt. 

b) Projiziert in den z-Raum sind die algebraischen Mannigfaltigkeiten 


N, = {D, Bi} NN und Nt+ = {D*, 3; A“ N* 
identisch. 
c) Es gibt eine Umgebung V* von D* mit folgender Eigenschaft: 
Ist (Y)n-ı € V* die Projektion eines außergewöhnlichen Punktes von M* (in den 
(Y)a-ı-Raum), so liegt (y)n-ı auf ß*, der Projektion von NR* in den (Yy)a-ı-Raum. 
c) folgt aus 2.16, e) und 2.11, d). 


%) mit ©* an Stelle von ©. 
25* 
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2.18. Durch die Projektion von M und R in den {(y)„-ı, 2}-Raum wird ein Beweis 
des Hauptsatzes durch vollständige Induktion nach r=n—.o ermöglicht; denn r 
vermindert sich durch diese Projektion um 1, während sonst M* nach 2.16 analoge 
Eigenschaften wie M hat. Insbesondere hat M% nach 2.16, d) auch die Dimension N; 
außerdem stehen M* und N* nach 2. 17, c) in derselben Beziehung zueinander wie M unı 
N; vgl. 2.11, d). 

2.19. Zur Durchführung des Induktionsbeweises untersuchen wir zuerst den Fall 
t=n—o=0. Es seiW eine Umgebung von DO mit W< UA U,nÜ,;; vgl. 2.9, 2. 10. 
Wir behaupten: 

(1) MrW=MW. 

Beweis. a) Wn(W—WnBß) ist offen n W— Wr ß. Folgt aus 2. 11, d) und 
Formel (3), 2. 41, a), mito = n. b)M n (W—W nr, ß) ist abgeschlossen nW— Wnriö$, 
weil W in der Kompaktheitsumgebung U von M liegt. c) Da W—Wnß zusammen- 
hängend ist, ergibt sich aus a) und b), daß Wr (W—-Wrß)=W— WB ist. 
Andererseits gehören auch die Punkte von 8 zu®, wilN<M und!’nW=Wnf 
ist. Hieraus ergibt sich (1). 


2.20. Wir nehmen an, daß der Hauptsatz für rsn—0o—.1 bewiesen sei und 
folgern hieraus seine Richtigkeit für r = n — o. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt 
für M*: Es gibt eine Umgebung U* von D* derart, daß für die Projektion M*’ von M* 
in den (Y)„-ı-Raum gilt: M* n U* ist ein Primkeim &* in ©* und hat die Dimension o; 
2.16, c). Durch geeignete Wahl des (y)„-ı-Koordinatensystems können wir für &* und 
jeden Primkeim von ß in © (2. 10, 2. 17) die folgende kanonische Darstellung erreichen : 

(1) a*—=K:D: [Yarıs- + + Yn-ı |(Wel; 

(2) Primkeim von ß =K-D.- [Y%o+1; .. 0 Yn-ı1, Yn (Wal; os Er 1. 

Wir bestimmen eine Umgebung W von OD mit folgenden Eigenschaften: 

1) W<UnU,nQ, 2.9, 2. 10. 

2) W = {W*, K} mit 


(3) we: Iy|<Y,jeth. „nl; Z:|a|l<Y.- 

Es seien 

(4) W.: |u|<Y,i=h.:.50; Wa-i-e: |Yorı |< Yan Jah. „mn —1—e. 
3) W*< U*. 


4) Aus (y)n-ı€ &* und (y).€ W, folge {Yezı, + » +» Yn-ı) € Wa-ı-0- 
5) W habe für 8 die Eigenschaft I, 1. 3, desgleichen W* für «* und ß*. 
6) Für W* und X gelte die Folgerung in 2. 14. 
Wegen (2) ist die Projektion von $ in den (y),-Raum eine analytische Mannig- 
faltigkeit des Punktes 
0: (Y. = (Me- 
Jeder Primkeim von B hat eine kanonische Darstellung: 


(5) Primkeim von B= K-D- [Yarıı--»% | (Wal, Se —1. 


2.21. Aus den Festsetzungen in 2. 20 ergeben sich die Folgerungen: 
a) Essi®ß = (P, d) ein Punkt von M mit folgenden Eigenschaften: 


p —- {y, 2}, y {Ye Yerıı- + Yn} € Ww, (Y)% € W ep W di ß. 














zi 
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Dann ist ® ein gewöhnlicher Punkt von M. Mit einer geeigneten linearen Trans- 
formation der Variablen z, (£)» = L(2):, güt 

(1) d=K:-D:[L... 6m Yerıı- +» Ya | (Y)e]- 

b) Es sei (y).€ Wk — Wr PB: Es gibt endlich viele Punkte B,EeM, u=1,...,h, 
mit den Eigenschaften 

Pu = (Pad), Pu = iy% 2%}, vr Yo Yarıı mE W. 

Alle diese Punkte sind gewöhnliche Punkte von M. 

Es gibt eine Umgebung U(y), von (y), und dazu für jeden Punkt ®, eine Umgebung 
U(B,) auf M derart, daß jeder Punkt Q = (Q, 6) mit 

Q = , 2}, y Fra {Ye Yarıs rg Yn} € W, (We € U(y). 

in einer der Umgebungen U(®,) liegt. 


Zum Beweise von b) beachte man, daß die Punkte (y®).-ı = {(Y)o» Ybrı = + »» YA-ı 
auf «* n W* liegen. Wegen (1), 2. 20, ist daher ihre Anzahl endlich. b) ergibt sich dann 
aus der Folgerung in 2. 14 und aus a). 


2.22. Es liege der Sachverhalt von 2. 21, b) vor. Der Punkt (y), sei regulär für alle 
Primkeime d,,u=1,...,h. Die Punkte von d, mit den o ersten Koordinaten (%), 


seien Qu "re (We; Wall ... =) r=1,..., R,. 
In der Umgebung von QX” besitzt d, eine Darstellung.durch analytische Funktionen: 


1) ze Wish. Ki us da eh: n—0. 


Da die Primkeime d, verschieden sind, sind es auch die Primkeime (1) für u =1,...,Äh, 
r=1,..., R,. Das Polynom von %, 
h Ry 
(2) I, (Un | (y),) = I (Um —_ ”(y).) 
H=1r= 


besitzt Koeffizienten, die in einer Umgebung V(y),< U(y), von (y), analytisch in (4). 
sind. So werde jedem Punkt (y), € W, — W, rn ß eine Umgebung V(y), und ein Polynom 


II(y), zugeordnet. Aus 2.21, b) folgt: Sind (y!), und (y?), Punkte au W,— W,nBß 
derart, daß D = V(y!), nV (y?), nicht leer ist, so sind die Polynome //(y'), und //(y?). 


für (y),. € D identisch. Hieraus ergibt sich : Das Polynom /7 = IT(y), kann inW,—W,rß 
unbeschränkt und eindeutig analytisch fortgesetzt werden. /T besitzt daher in W,—W,n B 
eindeutige analytische Koeffizienten, die in diesem Gebiet außerdem auch beschränkt 
sind, weil die Punkte y/” in X liegen; vgl. 2. 20 und 2. 14. 

Nach dem Riemannschen Satz über hebbare Singularitäten sind daher die Koeffi- 
zienten von // in ganz W, analytisch. Wir haben also bewiesen: 


Die Koordinate y„ der Punkte von M’ m W genügt einer algebroiden Gleichung 


(3) I(y | (y)) = 9, 
wobei II ein Polynom von y„ mit höchstem Koeffizienten A ist, dessen übrige Koeffizienten 
in W, analytisch sind. 

2.23. Aus (1), 2.20, und (1), 2. 14, folgt: 

Das Polynom II ist im Punkte D ausgezeichnet”). 

Das Polynom der einfach genommenen irreduziblen Faktoren von IT sei II,. Es sei 
®(y), eine in W, analytische Funktion, die 1) auf ß, 2) auf der Nullstellenmenge der 


3) d.h. für (y), = (0), ist seine einzige Nullstelle 4, = 0. 
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Diskriminante von II, 3) auf der Verzweigungsmannigfaltigkeit von &* identisch ver- 
schwindet. Die Nullstellenmenge von © sei y. 


Es seien 


BP=(P,A)EeM, P={y,2}, yeW,y= (Ye Yarıı «+ Ya) WEM. —-Wıry- 


In der kanonischen Darstellung (1), 2. 21, von d sind Yg+ı; - - -, %n analytische Funl;- 
tionen von (y), in (Y)e: 


(1) Ya rl Wo =. 3n— 0: 


Die Entwicklungen (1) bestimmen in y den Primkeim einer in DO irreduziblen analytischen 
Mannigfaltigkeit &, die zu M' gehört. 


Beweis. Die Möglichkeit der Darstellung (1) folgt aus der Definition von ; 
Die n—o—-1 ersten Funktionen (1) stellen einen Primkeim von &* im Punkte 
(Y)n-ı dar, während %, = y der ganz algebroiden Gleichung II, = 0 genügt. Daher 
wird durch die simultane analytische Fortsetzung der Funktionen (1) auf Wegen in 
W,—W,ry ein Primkeim x des Punktes O erzeugt. Zu beweisen bleibt: «<M’. Es 
sei nn =an {W,—W,nY, Wa-ı-o, K}, 2.20. &, ist zusammenhängend. Nach der 
Definition von y sind alle Punkte von a, regulär für &. Die Menge derjenigen Punkte von 
%,, in denen der zu & gehörende Primkeim Projektion eines Primkeimes von M ist, sei a,. 
Es ist natürlich x, offen in &,. Daß &, auch abgeschlossen in x, ist, ergibt sich aus 2. 21, b). 
Es folgt nun 5, =, <M'. Es gehört also x zu M’ mit Ausnahme nur eventuell der 
Nullstellen von ®. Da jedoch die Projektion von M in jedem abgeschlossenen Teilbereich 
von W kompakt ist, muß ganz & < M’ sein. 

Aus dem eben bewiesenen Satz und aus 2. 21, b) ergibt sich das Zwischenresultat: 

WM besteht aus endlich vielen Primkeimen in D. 

Es fehlt noch der Beweis der Irreduzibilität in O der analytischen Mannigfaltigkeit 
WW. 

2. 24. Wir beweisen eine etwas allgemeinere Behauptung, als im vorigen Abschnitt 
verlangt wird: 

Es sei M ein D-zusammenhängendes, D-kompaktes analytisches D-Gebiet. Es gebe 
eine Umgebung U von OD derart, daß UM’ aus endlich vielen D-Primgebieten besteht. 
Dann ist M’ in D irreduzibel. 

Beweis. M habe die Dimension o und die Stufe o. Wie aus der Definition der Stufe 
folgt, ist o die Dimension jedes Primkeimes von M’. Wir wählen ein y-Koordinatensystem 
derart, daß 1) die Variablen y,,..., y, analytisch unabhängig auf M sind (2. 4) und 
2) jeder Primkeim von M’ eine kanonische Darstellung X: D- [y,.1, - - - % | (y).] be- 
sitzt. It A=K:D> [fgrıy - - +, in+ a | (2). ] irgendein Primkeim von M, so liegen die Punkte 
von 4, in denen der Rang der Funktionalmatrix 


ey 
öt,; 1? 


Ey 2a Ey Be 

kleiner als o ist, auf einer analytischen Mannigfaltigkeit A, von einer Dimension < go. In 
der Umgebung jedes Punktes von A — 4, besitzt A eine Darstellung durch analytische 
Funktionen: 


(1a) 4 = 9llY) laame en t,); i= 1, ...- k 
(1b) Yorj Ei Y%o+(Y)or j= 1, 210. 








von 





In 
he 
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Es werde eine Umgebung V < U von OÖ beliebig vorgegeben. Aus den obigen Er- 
gebnissen und dem O-Zusammenhang von M folgt: Es gibt eine Menge M, < M, die sogar 
als topologischer Komplex gewählt werden kann, und eine Umgebung V,<V von Ö 
derart, daß für die Überlagerungsmengen 


VI AOMM< I, EM 
gilt. Überdies ist M, zusammenhängend, und zusammenhängend ist auch die Menge M, 
derjenigen Punkte ® = (P,d) von M,, für die der Primkeim d eine Darstellung (1a, b) 
hat. Es seien ®, = (P,,d,) und ®, = (P,, d,) Punkte von M, mit P,€ {V,, 3} und 
Ps, € {V,, 8}. Es sei C eine Kurve in M,, die ®, mit ®, verbindet. Längs C wird d, in 
d, analytisch fortgesetzt. Die Projektion von C in den y-Raum sei C’; es ist C’< V. Längs 
C’ hängen die Projektionen d, von d, und d,, von d,, die Darstellungen (1b) besitzen, ana- 
Iytisch zusammen. Hieraus folgt, daß M’ in der beliebigen Umgebung V von Ö analytisch 


zusammenhängend ist. Dann ist M’ irreduzibel. Mit diesem Ergebnis ist der Hauptsatz 1 
(2. 3) bewiesen. Darüber hinaus folgt aus den Überlegungen: 


Satz 4. Es sei M ein O-zusammenhängendes, D-kompaktes, analytisches D-Gebiet von 
der Stufe o (2.4). Es gibt eine Umgebung U von OD derart, daß U AM’ ein o-dimensionales 
Primgebiet mit dem Zentrum D ist. (M’ — Projektion von M in den x-Raum.) 


2. 25. Eine Ergänzung zu Satz 4 ist der folgende Satz: 


Satz 5. Es sei M ein D-zusammenhängendes, D-kompaktes analytisches D-Gebiet 
von der Dimension o und der Stufe o. Es gibt eine Umgebung U’ von DO mit der folgenden 
Eigenschaft: Die Menge derjenigen Punkte x € U’, für welche die Dimension der algebraischen 
Mannigfaltigkeit M(x) = {z, 3ı} nM mindestens o— co +1 ist, erfüllt eine analytische 
Mannigfaltigkeit von der Dimension <o —2. 


Beweis. Wir wählen im Raum 8; eine Folge von irreduziblen algebraischen Mannig- 
faltigkeiten W,, » = 1,2,..., mit folgenden Eigenschaften: 1) Die Dimension-von W, sei 
k—o-+0-—1. 2) Jede algebraische Mannigfaltigkeit in 3, mit einer Dimension 
>0—0o-+1 schneide W,. 3) Jede irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit von der 
Dimension < o — o habe höchstens mit endlich vielen W, nichtleere Durchschnitte. Nach 
Satz 1, 1.14, gibt es ein O-kompaktes, analytisches O-Gebiet N, und eine Umgebung U, 
von Ö derart, daß N, {U,, 3} = Mr {U,, W,} ist. Nach dem Hauptsatz 1 ist N, eine ana- 
lytische Mannigfaltigkeit ö,. Der Durchschnitt ö* aller ö,, » = 1, 2,.. ., ist eine analytische 
Mannigfaltigkeit in der Umgebung von ©. Aus den Eigenschaften 2) und 3) der W, folgt, 
daß ein Punkt x dann und nur dann auf ö* liegt, wenn die algebraische Mannigfaltigkeit 
M(x) eine Dimension > oe — o + 1 besitzt. ö* ist echter Teil von M’ und hat daher eine 
Dimension o, So — 1. Auf Grund von Satz 1 existiert ein O-kompaktes, analytisches 
D-Gebiet $ und eine Umgebung V von © derart, daß & r {V, Bı} = {HH nV, Zn M 
ist. Da ö*< M’ ist, hat eine der O-zusammenhängenden Komponenten von & die Stufe 
0; diese sei 8,. Da 8, eine Dimension < o —1 hat, gibt es Punkte x € ö* n V derart, 
daß die Dimension von {z, 3:} n 8, höchstens o—1— o, ist. Diese Dimension muß 
wegen der Eigenschaften von ö* jedoch >o +1—-o sein. Daraus folgt: o, So — 2. 


$ 3. Polynomideale über dem Potenzreihenring. 


8.1. Es sei %. der Ring der Potenzreihen von n Variablen, die in einer Umgebung 
von O konvergieren. Der Ring der Polynome der k Variablen z,, ... ., 2, mit Koeffizienten 
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aus 5, werde mit $.[2]: bezeichnet. In %,2%) und also auch in %,[2]: gelten der Basissatz 
und der Satz von der Zerlegbarkeit in Primärkomponenten ?”). Es sei € ein Primideal von 
[2]. Das Idealp = Yn € ist ein Primideal von %,. Die Dimension o von p werde 
Stufe von € genannt. Der Restklassenring %,/p ist (bei geeigneter Wahl des x-Koordinaten- 
systems) isomorph einem Ring %{2,;1,---,2%,}, wobei 2,,,7=1,...,.n—o, ganz 
algebraisch über %, ist 2%). 


Aus dem Restsatz ?®) folgt: Das Primideal &E < Jn[2] besitzt eine Basis 
(1) E= (1,13. m Gun +. CH); 


deren Elemente zu J,[%,; 13 - - +» X, (2);] gehören. Hierbei sei n,,, ein in DO irreduzibles und 
ausgezeichnetes Pseudopolynom von x,,; mit Koeffizienten aus %,- 


Das IdealE= En Z, [2,1 : - -; &, (2), ] ist ein Primideal von Z,[2,. 13: : - 2 (2)r]- 
Die Dimension von € sei r?°). Durch geeignete Numerierung der Variablen z kann erreichi 
werden, daß z2,,...,z, unabhängig in bezug auf € sind®). Für jedes i=1,..,„k—ı 
gibt es in € ein irreduzibles Polynom Pr+i (2.2 (2), | (2),), das allein von (z), und z,,; ab- 
hängt und dessen Koeffizienten aus %, sind. Es sei R,(z), der Quotientenkörper von 
%,[2].: Das Erweiterungsideal?!) €* von € im Ring R,(2),[%,;13 - : +» Zar 22413 + +, 2] ist 
ein nulldimensionales Primideal. Zu &* gehöre die algebraische Mannigfaltigkeit (E*). 
Mit v.d. Waerden??) führen wir die Größe 


(2) eur ru + 92H 4° + 9% 


ein. Z ist auf (E*) ganz algebraisch über AR, (2), [u,; 13 - - +» 2 9.41 ++» %); da &,,n--, 2%, 
2,412, auf (E*) ganz algebraisch über R,(z), sind. Es genügt also Z auf (E*) einer 
irreduziblen Gleichung 


(3) D(; Wanne u dar | (2) = 0, 


wobei ® ein Polynom von Z mit höchstem Koeffizienten 1 ist, dessen übrige Koeffizienten 
Polynome von u,;13 + + +5 Us %,413 + +, 9% mit Koeffizienten aus A,(z), sind. Wir nennen ® 
eine Normfunktion von &. Die Zahl o = o + r heiße Dimension von &. 


3.2. Unter leichter Verallgemeinerung der Beweisschlüsse von v. d. Waerden‘®®) 
kann gezeigt werden: 

Es seien & ein Primideal des Ringes %.[2]; und ® eine Normfunktion von &. Dann 
gibt es eine Funktion y((x),, (2).) € 3,[2], mit folgenden Eigenschaften: 

a) Wenn {zx°, 2°} eine Nullstelle von & mit y((z°),, (2°),) + 0 ist, so ist 


(1) WR t + +24 + 92) 
Linearfaktor des Polynoms 
(2) DE; Urne 0 0 u Dunn 9 | (29),5 (29),) - 


b) Ist umgekehrt {(x°),, (2°),} ein Punkt mit y((x°),,(z°),) #0, so zerfällt das 
Polynom (2) in Linearfaktoren (1), und {x°, 2°} ist eine Nullstelle von &. Wir nennen y 
Ausnahmefunktion für (€, ®). 

Es ist y nicht Element von ©. 


=) [6], 8.209. =) [12], 8.28 und 8.40. =) [5.8.18 ®)[6, 8.8. =) [6], S.M. 
s) (6, 8.9. WL[11], 8.64. =) [13], S.116. 
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3.3. Es sei E< %,[z]ı ein Primideal mit der Dimension o und der Stufe o. Ferner sei 
a(z| x) € Julz)i, m |€ €. Sind o, die Dimension und o, die Stufe einer Primidealkomponente 
des Vereinigungsideals ® = (Ev n), so bestehen die Möglichkeiten a) 0, <o, b) o,= ae, 
91 <Pp. 

Beweis. a) Wenn ® n %, ein echter Teil von En 5%, ist, gilt gewiß o, <o. b) Im 
Fal By, = En folgt aus algebraischen Gründen o, < 0°*). 

3.4. Nach Satz 1, 1.14, ist die Nullstellenmenge eines Ideals in %,[2]: ein analy- 
tisches O-Gebiet. Dieser Zusammenhang wird durch folgende Sätze beschrieben: 


a) Es seien M ein D-zusammenhängendes, D-kompaktes, analytisches D-Gebiet und 
E ein Ideal in Ju[z2]ı. Wenn & auf einem Primkeim von M verschwindet, besteht ganz M 
aus Nullstellen von €. 

b) Es sei E< %,[2] ein Primideal mit der Dimension o und der Stufe o. M sei ein 
O-zusammenhängendes, D-kompaktes, analytisches D-Gebiet, auf dem & verschwindet; seine 
Dimension sei o, und seine Stufe o,. Dann gelten o, <o oder , = 0,0, So. 

c) Es sei M ein D-zusammenhängendes, D-kompaktes, analytisches D-Gebiet mit der 
Dimension o und der Stufe o. Es gibt höchstens ein Primideal in J„[2], mit der Dimension o 
und der Stufe o, das auf M verschwindet. 


Beweis. b) folgt aus 3.2 und 3.3; c) folgt aus b). 


3.5. Es sei M ein D-zusammenhängendes, D-kompaktes, analytisches D-Gebiet. Es 
gebe eine Cremonatransformation des (endlichen) (z),- Raumes auf den (w);-Raum: 


P,(2) Du SE . 

(1) uv,= Q,@)h’ val..’bz,= O*o)ı’ vml,...%k; 
(P,,Q,, P*,Q* Polynome). Der Primkeim A von M werde durch (1) auf A* abgebildet. Es 
gebe ein Primideal &* des Ringes $,[w]ı, das kein Polynom Q* enthalte. &* verschwinde 
auf A*. Kein Polynom Q* sei = 0 auf A*. Dann gibt es ein Primideal & des Ringes J.[z]k, 
das auf M verschwindet. & und &* haben gleiche Dimension und Stufe. 

Beweis. In bekannter Weise definieren wir € durch die Festsetzung: Ein Element 
h € Zulz]» gehöre dann und nur dann zu €, wenn es ein Potenzprodukt p der Polynome Q* 
gibt derart, daß p- he &* ist. € ist ein Primideal. Die Gleichheit der Stufen von € und 
E* folgt aus 

(2) unrn&=ynEr®. 


Die Gleichheit der Dimensionen von € und €* ergibt sich mit Rücksicht auf (2) und 
Nr. 3.1 aus dem Satz über die Invarianz der Dimension einer algebraischen Mannig- 
faltigkeit gegenüber birationalen Transformationen. Aus der Definition von € folgt das 
Verschwinden von € auf A und nach Nr. 3. 4, a) auf M. 





$ 4. Polynomideale über dem Potenzreihenring und analytische ©-Gebiete. 


4.1. Das Hauptziel der kommenden Untersuchungen ist der Beweis des folgenden 
Satzes: 

Hauptsatz 2. Es sei M ein D-zusammenhängendes, D-kompaktes analytisches D- 
Gebiet mit der Dimension o und der Stufe o. Die Projektion von M in den Raum 3, enthalte 
endliche Punkte. Dann gibt es ein Primideal & im Ring Julz]ı, das auf M verschwindet 
und das die Dimension o und die Stufe o hat. & ist eindeutig bestimmt und hat unter seinen 
Nullstellenmengen außer M kein D-zusammenhängendes, D-kompaktes analytisches D- 
Gebiet mit der Dimension o und der Stufe o. 


”) [6], 8.110. 
Journal für Mathematik. Bd. 198. Heft 3/4 
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4.2. Wir beweisen den Hauptsatz 2 zunächst unter der folgenden Voraussetzung 
für M: 

Vorläufige Voraussetzung. Die Dimension der algebraischen Mannigfaltigkei: 
M, = {D, FH nM sei o—o. 

(A) Das x-Koordinatensystem sei so gewählt, daß 


(1) W=K-D- [%,+1: or dm |(2).] 


ist. Wie aus 3. 5 folgt, dürfen wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit voraussetzen, 
daß jeder irreduzible Bestandteil von M, endliche Punkte enthält; denn diese Eigen- 
schaft kann durch eine zur Gruppe des Raumes 3, gehörende Variablentransformation 
erreicht werden. Es sei 


(2) (uw); = L(2)ı 
eine lineare Transformation der z derart, daß das Ideal von M, im Ring der Polynome 
von (w); regulär bezüglich der Variablen w,_,; 1; - - -, % ist. Hieraus folgt: Ist d ein Prim- 
keim von M in einem endlichen Punkte {O, z}, so gilt: 

(3) d - K P D r [2,41 PR In W,-0+19 u W, | (2). (w),-.]; 

(4) = M; vgl. (1). 

Die lineare Mannigfaltigkeit (w),_, = (w),_, schneide M, in den Punkten 

a) ne... 

Es sei 2? = L- !(w'”). Die Primkeime von M in den Punkten P; = {D, 22} seien d,,, 
a=4A,...A. Die Norm der Größe 

(5) S— (art + un + V-0+1W,-0+1 ++ 9%) 
bezüglich d;, ist ein Polynom ®;, von £, u, ,13 + + +, Un 9,_ar17 + + », 9; mit Koeffizienten, die 
in der Umgebung von {(0),, (w),_.} analytisch sind. Wir setzen 

rn hi 


(6) ®=]JI II ®:, 


4i=l u=1 


und behaupten: 


® ist ein Polynom von LE, U,y19 ++ + Up d.-a417 ++, 0 mit Koeffizienten aus dem 


Körper R,(w),-.; vgl. 3.1. 

(B) Wie aus (3) folgt, gibt es im (x),-Raum eine Umgebung U, des Punktes (0), 
und in U, eine analytische Mannigfaltigkeit ö derart, daß die folgenden Eigenschaften 
(a) und (b) gelten: 

(a) Zu jedem (x°),e U,— U,rnö existiert in der Umgebung von (w),_, ein Punkt 
(w°),-., so daß {(2°),, (w°),_.} nicht zur Verzweigungsmannigfaltigkeit eines Primkeimes 
d;„ gehört. 

In den durch {(z), = (2°), (w),-. = (w°),-.} auf dı, bestimmten Punkten P;,,, 
v=1,..., Au, ist d,, regulär. Deswegen besitzt d,, in der Umgebung von P;, eine Dar- 
stellung durch analytische Funktionen: 


(7a) Lori = (De i=1,..,n—0, 
(7b) W,-04j 7 Fe ((&)es (w),-.); ] > 1, ..-. k— oe+ oe. 


Man beachte, daß die Funktionen 9; wegen (4) unabhängig von (w),_, sind. Die 
Primkeime (7) sind für A=1,..„h;u=1,..,„Miv=4,..., Aa, voneinander ver- 








fa 
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schieden. In der Umgebung von {(z°),, (w°),_,} zerfällt das Polynom ® in die Linear- 
faktoren: 


u ee. 

(b) Bei jeder Spezialisierung (x), = (x2°),€e U,— U,nd sollen keine Primkeime der 
Reihe (7) einander gleich werden. 

Durch diese Spezialisierung entstehen aus den /;,, daher verschiedene Linearformen 
liw(x°),. Wir fassen alle diejenigen l;,,(x°), in eine Gruppe zusammen, die übereinstim- 
mende Linearformen von u,,,,- - -, 4, enthalten. Die zu den Linearformen einer Gruppe 
gehörenden Primkeime (7) besitzen denselben Projektionspunkt im x-Raum. Eine der- 
artige Gruppe sei: 

(9) In (2°), 

- — (u,,1%41 + er + u,%, + V.-0+1 vn rl (2°), (w),-.) + un + % (2) (w),-.))» 


s=1,...,% 


Der entsprechende Projektionspunkt ist also x’ = {(z2°),, 2,1: 2}. 


Wir setzen: 

(10) = C— (u,,1%Hı ah +2), 

(11) FEN (2°), =9d— Bi Wr ll (w),-.) ++, ER (w),-.)) ’ 
(12) F(9, 0... % |W),-.) = hol. 


Y ist die Normfunktion der algebraischen Mannigfaltigkeit M (2°) = {z°, 3} M; 
denn die (voneinander verschiedenen) Primkeime 


(13) W,-04j = en (29) (W),-.)» l =1,..„k—o+o, 


sind die zum Punkte (w°),_, gehörenden Zweige von M(x°). Daher ist Y ein Polynom 
von 9, d%,_.417+ +, 9% mit in (w),_, rationalen Koeffizienten. Ersetzen wir 9 in Y wieder 
durch (10), so erhalten wir ein Polynom von £, u _44 17 + + + Ups %a-a417 + +, % mit in (w),_, 
rationalen Koeffizienten. Da ein entsprechendes Ergebnis für jede Gruppe von Linear- 
faktoren (9) herauskommt, erhalten wir das Ergebnis: Bei jeder Spezialisierung 
(2), = (2°), €e U,—TU,rö entsteht aus der Normfunktion ® ein Polynom, dessen 
Koeffizienten in den Variablen (w),_, rational sind. 

Man kann jetzt den Beweis der Behauptung über ® vermöge der Schlußweise im 
Beweise des 1. Satzes von Osgood®) vollenden, wobei als (unwesentlicher) zusätzlicher 
Punkt nur zu beachten ist, daß ö in M, nirgends dicht ist. 

(C) Aus dem O-Zusammenhang von M folgt mit ähnlichen Schlüssen wie in Nr. 2. 24: 

Das Polynom ® ist irreduzibel über dem Körper R,(w),_.- 

Wir setzen in ® für { den Ausdruck 


(14) eur tu + Bu + +9 


ein, entwickeln ® nach Potenzprodukten der u und v und setzen deren Koeffizienten = 0. 
So entstehe das Gleichungssystem 


(15) IelZor ey dl W—ar17 "77 Wk | (w),-. (2),) -_ 0, A 1, “ho: 


s) [8], 8.237. 
26* 
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Die Funktionen f, sind Polynome von z,, 15. +, %, W,_..17 ++, %, mit Koeffizienten 
aus R,(w),,.. Nach dem Satz 3 bei v. d. Waerden®) definieren die Gleichungen (15) eine 


irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit (E). 

Es sei & das Ideal aller Elemente des Ringes T,[%, ;13 ++ + 2, (%),], die auf (€) 
verschwinden; € ist ein Primideal dieses Ringes?) mit der Normfunktion ®. Daher hai 
€ die Dimension o und die Stufe « und verschwindet auf den Primkeimen (7). Hieraus 
und aus 3. 3 folgt für das Erweiterungsideal &* von € im Ring /,„[w]z 


(16) E* 1,2, ,1 + Zu (0) = €. 


Aus dem Restsatz®®) ergibt sich dann, daß &* ein Primideal in 7, [w]; ist. E* verschwindet 
auf den Primkeimen (7), und da diese vermittels der Substitution (2) aus Primkeimen von 
M entstehen, lehrt Satz 3.5 die Existenz eines Primideals € des Ringes /„[z]ı, das aul 
M verschwindet. Gleichung (16) beweist, daß € die Dimension o und die Stufe o hat. 
Damit ist der erste Teil von Hauptsatz 2 (unter der vorläufigen Voraussetzung) bewiesen. 
Daß € durch M eindeutig bestimmt ist, folgt aus 3.4,c). Zum Beweise des letzten 
Teiles von Hauptsatz 2 beachte man, daß alle Linearfaktoren (8) der Normfunktion ® 
von & Primkeime von M bestimmen. 


4.3. (A) Wir lassen die vorläufige Voraussetzung 4. 2 fallen. Die Variablen x und z 
seien so numeriert, daß &,, . . ., %,, 21). +, 2,_, die Bedingung in der Folgerung 2. 4 erfüllen. 
Ferner gelte (1), Nr. 4.2. Nach Satz 5, Nr. 2. 25, erfüllt die Menge derjenigen x in einer 
Umgebung von ©, für die M(x) eine Dimension >oe—co-+ 1 hat, eine analytische 
Mannigfaltigkeit y von der Dimension < co —.2. Es seien y,(z), und y,(x), auf y ver- 
schwindende Funktionen, die im Punkte (0), analytisch und teilerfremd sind. 


(B) Es sei (x), ein Punkt in einer Umgebung von (0), mit 


(1) In(2), | 4 |Y:(2),|> 0. 
Die Menge M’ rn {(z),, %,, 13 - - -, %„} besteht aus endlich vielen Punkten 


= (2); e ...- a} . 


o+1? 


Wir untersuchen das x'”-kompakte, analytische x”-Gebiet M(x'”); vgl. Nr. 1.17. Die 
x")-zusammenhängenden Komponenten M,,,r = 1,...,r, von M{z'”) haben die Dimen- 
sion o und die Stufe o. Da WM‘, ein Primkeim von M’ im Punkte x'” ist, gilt 


(2) M,, = K-D.- [2,13 +. x |(’),] 
mit 
I) =, —ı1,A=1,..,0; Kar Mr Dorn — arm H»= 1,..„n—o. 
Wegen der Wahl von (x), haben die algebraischen Mannigfaltigkeiten 
MEN) = LEN, AM 


die Dimension o— o. Deswegen sind auf M,, die Ergebnisse von Nr. 4. 2 anwendbar. 
Ist /, der Ring der in einer Umgebung von (z’), = (0), konvergenten Potenzreihen von 
(x’),, so gibt es im Ring /;[z,,.,- - -, 2,, (2),] ein auf M,, verschwindendes, o-dimen- 
sionales Primideal %,.. Wegen der Numerierung der z (vgl. (A)) sind 2,...,2,_, 
unabhängig in bezug auf W,,. Nach Nr. 3.1 gehört daher zu ,, eindeutig eine Norm- 
funktion 


[18], 8.12. [1], 8.12. >) [5], 8.200. 








b 
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D,.(E, U,. 5 Aue U, V,-0; uw... % | (2), o) (2’),) 
mit 
4 — U,+1%o4 l = nr % U, In + V,-0+12-041 r ats + %L 2%» 
®,, ist ein Polynom von £ mit höchstem Koeffizienten 1; die weiteren Koeffizienten sind 


Polynome der u und v mit Koeffizienten aus dem Quotientenkörper A, (z),_, von J;[z],_.. 
Wir setzen 


r 


(4) = I II Dur. 


v-lr=1 
® ist ein Polynom mit den Koeffizienteneigenschaften der &,,. 
(C) Es gibt eine Umgebung U(x), von (x), und eine „Ausnahmefunktion“ 
> ((2),-. |(2).) € Ialz],-. 
mit folgenden Eigenschaften: 
(a) Die Koeffizienten von D und Y sind in (x’), analytisch, wenn (x),€ U(x), ist; 
vgl. (3). 
(b) Wenn p* = {(x*),, (2*),-.} ein Punkt mit (x*),e U(x), und P(p*) +0 ist, so 
zerfällt ® in der Umgebung von p* in Linearfaktoren 
5) ,=t— (112). + + U, (2), + 0 (or (2),-.) 
+ +92° (2), (2),-.)- 


Die Funktionen x), und z\),,, sind in p* analytisch. Durch I, wird der Primkeim d, 


6+j 
(6) 2, = le) i=h,..,n—o; 
2. ld ee ehe h—e+ 
bestimmt. d, ist Primkeim von M. 
(ce) Es sei d* Primkeim von WM mit dem Zentrum {x*, z*}. 
Es sei (x*),e U(x), und P((z*),_, 


stimmten u und v auf d*. 





(x*),) #0. Dann verschwindet ® bei unbe- 


Beweis. Zu jedem Primideal W,, und der Normfunktion ®,, gehört eine Ausnahme- 
funktion Y,, mit den in Nr. 3.2 angegebenen Eigenschaften. Außerdem werde eine 
Funktion 2,, € /,[z],_. bestimmt, die auf den Nullstellen der Diskriminante von 9,, nach 
£ bei unbestimmten u und v verschwindet. Mit 


„ T, 


vw = II II Pu Ar 


v=1 r=1 
und einer hinreichend kleinen Umgebung von (x), gelten die Behauptungen (a), (b), (ec). 


(D) Nach der in (B) und (C) gegebenen Vorschrift lassen sich jedem, in einer Um- 
gebung von (0), liegenden Punkte (z),, in dem (1) gilt, eine Umgebung U (x),, eine Norm- 
funktion ®(x), und eine Ausnahmefunktion Y(z), zuordnen. U(z!), n U(z?), sei nicht 
leer. Es sei p* = {(x*),, (2*),-,} ein Punkt mit 


2), +0, Pla?), +0, (a*),€ Ule}), m Ula?),. 


Wegen (C) zerfallen ®(z!), und ®(x?), in der Umgebung von p* in die gleichen Linear- 
faktoren (5). In der Umgebung von p* sind daher ®(x!), und ®(x?), als Polynome von 





206 Thimm, Nullstellenmengen von Polynomidealen. 


CE, Uyain er Us %-arın +, U identisch, woraus die Gleichheit ihrer Koeffizienten folgt. 
Einer dieser Koeffizienten sei k,((z),_,|(2),) in ®(z'), und k,((z),-.|(2).) in D(2*),. 
Diese k, und k, sind rationale Funktionen von (z),_, mit Koeffizienten, die in U(z!), bzw. 
U (x*), analytisch sind. Überdies gilt in der Umgebung von p*: 


(7) k, ((2),-|(2).) = ke((2),-.|(2).)- 


Wir wählen eine Darstellung von k, als Quotient zweier teilerfremder Polynome von 
(2),-o: 


m Fı ((2).-s | (2).) ai 
(8) kh= G (2). |(@).)’ Am41,2. 


Wie man leicht durch Resultantenbildung zeigen kann, gibt es eine in U(x’), analytische 
Funktion f,(xz), mit folgender Eigenschaft: Ist (z), € U(z*), und f,(z), # 0, so sind die 
Polynome F, ((z),-, |(2),) und G,((2),-.|(2),) teilerfremd. 





Es seien Z,i=1,2,..., die Potenzprodukte der o — o Variablen (z),_,. Es gelte: 


— a (A ... (A 
F=a”Z2, +02, + + a)Z,,. 


N EHRE HH HZ; 1-12, 


wobei die Funktionen a{” und b{” in U(z’), analytisch seien. Nachdem wir, falls nötig, 
p* ein wenig verschoben haben, dürfen wir voraussetzen: 


(10) h(2*), #0, fr(e*), +0, a)(2*),, +0, a (ar), +0. 
Wir kürzen den Bruch k, durch a,'), A = 1,2, und erhalten 


(4) ... (A 
% Z, + + 0-1 2,,-1 + Z,, 


11 k,= ‚ 
( ) [A BPZL + +ADZ, 


1=1,2. 





Die Funktionen «'” und ß{” sind meromorph in U(z’),. Wir bestimmen eine Umgebung 
V (x*), von (x*), mit folgenden Eigenschaften: 


(a) Es gibt eine Umgebung W (z*),_, von (z*),_. derart, daß in {V (2*),, W (z*),_.} 
die Relation (7) gilt. 


(b) In V(z*), seien f, und a/ von Null verschieden, A = 1, 2; vgl. (10). 
Aus (a) folgt für beliebiges (x), € V(x*), und für (z),_, € W (z*),-. 





(12) k, = k,((2),_, |(2),) = ka = k,((2),-, |(&),) 
Nach (8) und (b) ist 
(13) mn Felde) 4a, 


TG (l@)e-s |(&%)’ 


eine Darstellung von k, durch teilerfremde Polynome. Da eine solche Darstellung bis auf 
einen konstanten Faktor eindeutig ist, folgt r, = r, nach (11). Z, hat in den Zählern von 


k, und k, den gleichen Koeffizienten, nämlich 1. Hieraus ergibt sich 


(2), .. (2), i= 1, .4HfTı=fs, 


Bi” (2), or BP (x); ] zn 1, 4m. 


(14) 











Tr Pr er 7 er re 


&, i. m Mi 
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Da diese Relationen für alle (z),€ V (x*), gelten, ist «{” (x), die analytische Fortsetzung 
von a{”(x),, und ß{”(z), ist die analytische Fortsetzung von ß{(x),. In bekannter Weise 
folgt jetzt: Es gibt eine Umgebung U, des Punktes (0), derart, ‚daß sich die analytische 
Fortsetzung der meromorphen Funktionen a,(z),, ß;(2), im Gebiet G= U, — U,ny 
unbeschränkt und eindeutig ausführen läßt. Diese Funktionen sind also in G meromorph. 
Aus dem Hartogsschen Satz über hebbare wesentliche Singularitäten®®) folgt ihre Mero- 
morphie in ganz U,. Bewiesen ist damit: 


Die Koeffizienten des Polynoms ® von L,u,;1,:: U, d_ay11 + + -, U, gehören zum 
Körper R,(2),_.*)- 

(E) Der weitere Beweis des Hauptsatzes 2 erfolgt wie der des Spezialfalles in 
Nr. 4. 2, c). 


4.4. Eine Ergänzung des Hauptsatzes 2 und eine Verschärfung des Satzes 3. 4, b) 
ist der Satz: 


Hauptsatz 3. Es sei & ein Primideal des Ringes I„[z]. mit der Dimension o und der 
Stufe o*°). Es gibt ein einziges D-zusammenhängendes, D-kompaktes analytisches D-Gebiet 
M(E) mit der Dimension o und der Stufe o, auf dem & verschwindet. Alle übrigen (isolierten) 
O-zusammenhängenden, D-kompakten analytischen D-Gebiete, die aus Nullstellen von & 
bestehen, haben eine Stufe <o —A. 


Beweis. (A) Aus Satz 3. 2 folgt die Existenz von M(€), und aus dem Hauptsatz 2 
ergibt sich die Eindeutigkeit der Bestimmung von M(E). 


(B) Zum Beweise der letzten Behauptung dürfen wir ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit voraussetzen, daß alle O-zusammenhängenden, O-kompakten analytischen 
D-Gebiete, die aus Nullstellen von € bestehen, endliche Projektionspunkte in 3; besitzen; 
denn durch eine zur Gruppe des Raumes $3, gehörende Variablentransformation kann 
diese Bedingung erfüllt werden. 


Wir zeigen: Es gibt eine in D analytische Funktion y(x), die nicht zu & gehört, derart, 
daß jede Nullstelle {x, 2} von E mit y(xz) + 0 auf M(E) liegt. 

Wir bestimmen eine lineare Transformation (w); = L(z);, der Variablen z derart, 
daß das transformierte Ideal € < T,[%,;13 ++ + 2, (W);] des Ideals E< LI2,.1: + 2 (54]°9 
die folgenden Polynome enthält: Für jede Variable w,_,,„J=1,.:„k—o-+ 0, ein 
Polynom p,..,;(%,-.43 |(w),-., (2),) von w,_,,; mit Koeffizienten aus I,[w],-.; der 
höchste Koeffizient ist aus /,*?). Dann folgt leicht, daß die Normfunktion ® nach Multi- 
plikation mit einer Funktion aus /, Koeffizienten aus dem Ring /,[w],_, besitzt und daß 
die Ausnahmefunktion %) y zu /, gehört. Wie im Beweise des Hauptsatzes 2 gezeigt wird *), 
gibt es eine Funktion P((w),_, |(2),) € I [w],_., mit folgender Eigenschaft: In der Um- 
gebung jedes Punktes p* = {(x*),, (w*),_.} mit Y(p*) + 0 zerfällt ® in Linearfaktoren (5), 
Nr. 4.3, von denen jeder einen Primkeim (6), Nr. 4.3, bestimmt. Aus dem Satz 3.2 
folgt: Ist P= {z, z2} eine Nullstelle von €, also P' = {z, L(z)} eine Nullstelle von € 
und gilt y(z), + 0, so ist P’ Limespunkt von Punkten {x'”, w”} mit Y((w),-. (2)) 
+ 0, die Nullstellen von €’ sind und für welche die Punkte {(z'), L”'(w)} zu M(E) ge- 
hören. Aus der O-Kompaktheit von M(E) ergibt sich Pe M(E). Mit der Funktion y(z),, 
die nicht zu € gehört, gilt daher die Behauptung. 


”) [8], S. 177. 40) Vgl. Nr. 3.1. 4) Vgl. Nr. 3.1. “) [6], S.134. “) Vgl. Nr. 3.2, 
#) Vgl. Nr.4.2, (B) und Nr. 4.3, (C). 
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Die Transformationstheorie der quadratischen 


Linienkomplexe |(11) (22). I. 


Von Annemarie Frey in Straßburg und Karl Strubecker in Karlsruhe. 





Einleitung. 


1. Die Transformationstheorie der allgemeinen tetraedralen Komplexe vom Typus 
[(11) (11) (11)] ist zuerst von Sophus Lie!) geschaffen worden; Lie leitet sie mittels der 
logarithmischen Abbildung aus den zentrischen Ähnlichkeiten des Raumes her. Aber 
auch die anderen Kollineationskomplexe geben Anlaß zu Transformationstheorien, wie 
schon S. Lie?) selbst gelegentlich seiner Studien über Minimalflächen bemerkt hat, aller- 
dings ohne sie formelmäßig anzugeben. Dies hat erst Friedrich Engel?) in seiner Heraus- 
gabe der gesammelten Abhandlungen von S. Lie nachgeholt, jedoch ohne Entwicklung 
der bemerkenswerten geometrischen Eigenschaften dieser Raumtransformationen und 
der interessanten dabei entstehenden Figuren (Gegenstücke der tetraedral-symmetrischen 
Kurven und Flächen usw.). Die vollständige Transformationstheorie der Komplexe 
[(11) (112)] hat später K. Strubecker entwickelt?®). 


2. In dieser Arbeit soll die Transformationstheorie der Kollineationskomplexe 
[(11) (22)] dargestellt werden. Jeder Komplex dieser Art besitzt eine stetige kommutative 
Gruppe G, von kollinearen Automorphien, welche die Grundlage seiner Transformations- 
theorie ist. Die transzendenten Abbildungen, die zu den oben erwähnten zentrischen 
Ähnlichkeiten führen, werden aus der kanonischen Darstellung dieser G, gewonnen. Als 
Gegenstücke der tetraedralsymmetrischen Flächen ergeben sich dabei die Potentialflächen 
der Darstellung 


z = mf$l[(z + iy)]'” (m reell), 


die in der Differentialgeometrie des isotropen Raumes?) isotrope Minimalflächen darstellen 
und auch für die geometrische Funktionentheorie von Bedeutung sind. 

1) $. Lie-G. Scheffers, Geometrie der Berührungstransformationen, Bd. I, Kap. 8, Leipzig 18%. 

2) S. Lie, Weitere Untersuchungen über Minimalflächen, Archiv for Math. 4, 477—506 (1880), insbes. S. 492 
= Gesammelte Abhandlungen Bd. I, S. 427. 

®) F. Engel, Anmerkungen zum Bd. I der Ges. Abhandl. von $. Lie, Leipzig-Oslo (1934), S. 823—824. 

#) K.Strubecker, Transformationstheorie der Komplexe [(11) (112)], Matematica 15, 135—156 (1939). 

5) K. Strubecker, Differentialgeometrie des isotropen Raumes. III. (Flächentheorie). Math. Z. 48, 369—427 
(1942), insbesondere Kap. VIII. — und IV. (Theorie der flächentreuen Abbildungen der Ebene) Math. Z. 50, 
1—92 (1944), insbes. Kap. VII. 

Journal für Mathematik. Bd. 193. Heft 3/4. 
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I. Der Komplex [(11) (22)]. Seine projektiven Automorphien. Kanonische Darstellung. Transzendente Abbildung. 
II. Komplexkurven. 
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1. Der Komplex [(11) (22)]. Seine projektiven Automorphien. Kanonische Darstellung. 
Transzendente Abbildung. 


3. Die »! konsingulären Kollineationskomplexe $, 
(4) PosPı2 = P(Poı + Pie) (p +0) 


haben die Segresche Charakteristik [(11) (22)]. Ihre gemeinsame Singularitätenmannig- 
[altigkeit besteht aus einem entarteten Grundtetraeder. Dessen Seitenflächen (Grundebenen) 
sind die doppelt zählende Ebene 


(2) o u=d 
und die beiden verschiedenen Ebenen 
(3) 4. ti, = 0 
e: ı im =(; 
seine Ecken (Grundpunkte) sind der doppelt zählende Punkt 
(4) O0; = (0, 0, 0, 1) 
und die beiden Punkte 
(5) J, = (0,1, 1,0), Js = (0, 1, — 1,0); 
seine Kanten (Grundkanten) sind die Geraden 
(6) ga: ı = 0, = 0 
(als Verbindungsgerade der beiden in O, zusammengerückten Grundpunkte) sowie 
(7) En: = 0, = 0 
(als Schnittgerade der beiden in » zusammengerückten Grundebenen) und die Geraden 
(8) u: et, tried, 
u: =0,ı, im =0 
(als Schnittgeraden von ® mit ı, und ı,). 


4. Die einfachste geometrische Deutung der konsingulären Kollineationskomplexe 
X, erhält man, indem man die homogenen projektiven Koordinaten (25: 2]: 23:23) als 
kartesische Koordinaten (1: x: y:z) eines euklidischen Raumes A, deutet. Die Komplexe 
St, bestehen dann aus den Bahntangenten der euklidischen. Schraubungen vom Parameter p 
mit der (lotrechten) z-Achse (gg) als Schraubachse. 


*) Die Abschnitte IV bis VII folgen in Teil II dieser Arbeit. Journal f. d. r. u. ang. Math. 194. 
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Bei diesen Schraubungen 
x = %, 608 1-— Y, Sin Lt, 
(9) y= % sint-+ y,cost, 
= 24 pt 


rückt der Punkt (2,, %0, 20) in der Richtung (— %,, £,, P) fort, und die Linienkoordinaten 
seiner Bahntangente 


Poı = — Yo» Pas = PY —— 040; 
(10) Poe = %, Psı = P% + 20%; 
Pos = P, Pa=n +9: 


(und nur sie) genügen der Gleichung (1). 


Das (entartete) Singularitätentetraeder besteht dann aus allen bei der Schraubungs- 
gruppe (9) invarianten Punkten, Ebenen und Geraden, nämlich a) aus dem Fernpunkt Q,, 
der (lotrechten) z-Achse g,, und den absoluten Punkten J, und J, der dazu normalen 
(horizontalen) Stellung |z, b) aus der Fernebene » und den beiden isotropen Ebenen ı, 
und ı, durch die z-Achse g,,, €) aus der z-Achse, der dazu normalen Ferngeraden g,, sowie 
den beiden Verbindungsgeraden i, und i, von O, mit den absoluten Punkten J, und J;. 
Die z-Achse go gilt dabei als Verbindungsgerade der beiden in O, zusammengerückten 
Tetraederecken und die Ferngerade g,, als Schnittgerade der beiden in » zusammen- 
gerückten Tetraederebenen. 


5. Jeder Raumpunkt $ ist Scheitel einer Büschelschar von Komplexkegeln von (1), 
bestehend aus den Kegeln zweiter Ordnung, welche die lotrechte Gerade [SO,] und die 
horizontalen isotropen Geraden [$J,] und [$J,] als Erzeugende enthalten und in ihnen 
die lotrechten isotropen Ebenen [Si,] und [$i,] berühren. Alle Komplexkegel sind daher 
orthogonale Kegel x mit horizontalen Kreisschnitten, auf denen die lotrechte Erzeugende 
[$O,] und die jeweilige Bahntangente t von 5 Scheitelerzeugende sind. 


Dual bilden die in einer Ebene o gelegenen Komplexkegelschnitte c, von (1) eine 
Büschelschar. Sie berühren die Schnittgeraden der Ebene o mit den lotrechten isotropen 
Ebenen ı, und ı, und die Fernebene » im Schnittpunkt mit der horizontalen Ferngeraden 
&ı., und sind daher Parabeln mit horizontaler Achse. Außerdem berührt die Komplex- 
parabel c, die jeweilige Grattangente s von o. Als „Grattangente‘‘ wird dabei, wie üblich, 
die Schnittgerade von o mit der daraus durch infinitesimale Schraubung (9) entstehenden 
Ebene #’ bezeichnet. Im Normalriß auf eine horizontale Ebene x (z = 0), wir sagen kurz 
im „Grundriß“, erscheinen die Komplexkegelschnitte c, als Parabeln c;, welche den Spur- 
punkt Z der Schraubachse als Brennpunkt (mit den Spuren der Ebenen ı, und ı, als 
isotropen Tangenten) haben, und für welche der Grundriß s’ der Grattangente s von o 
Scheiteltangente ist. Der Scheitel der Komplexparabel fällt in den Gratpunkt 5 der Grat- 
tangente s von o; so nennt man jenen Punkt 5 des Komplexstrahles s, ‘für welchen s 
Bahntangente ist. Dieser Punkt $ ist zugleich der Gratpunkt der Ebene o; so nennt man 
jenen Punkt 5 von o, für den oa Bahnschmiegebene ist. 


6. Da derKomplex (1) durch Schraubung entstanden ist, gestattet er alleSchiebungen 
längs der Schraubachse g,;, ferner alle Drebungen und axialen Streckungen um diese 
Achse. Das gibt zusammen die stetige kommutative dreigliedrige Gruppe G, projektiver 
Automorphien vom Keime 


(11) | U, = Xfa, U, = fe — Zufı, Us = aıfı + Lafı, | 
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deren ausführliche Darstellung lautet: 


%, = GT 
(12) m == A, X — Aglg 6. 
4, = 42%, + 412 
T, = Aydg + AyXz 
Die Transformationsdeterminante 
(13) A= a} (a} + a}) 


ist dabei als von 0 verschieden vorausgesetzt. 
Auf diese Gruppe G, wird sich die Transformationstheorie der Komplexe (1) stützen. 


7. Die Gruppe G, enthält für 
(14) ‘=a+a 


eine ausgezeichnete Untergruppe G, vom Keime 


die jeden Zylinder ®, der Büschelschar 
(16) ı+:+0,=0 
stehen läßt, und deren durch (9) dargestellten eingliedrigen Untergruppen G, 


(17) [rt + zZ 


als Bahntangenten die Strahlen jenes Komplexes (1) besitzen, dessen Parameter p ist. 
Jeder Strahl eines Komplexes (1) ist für eine und nur eine dieser Gruppen G, Bahn- 
tangente eines bestimmten seiner Punkte, den wir als seinen Gratpunkt bezeichnen. 
8. Die Gruppe G, (12) ist einfach transitiv. Sie kann daher durch ein System höherer 
komplexer Zahlen 


3 3 
(18) = N 1e, a= N a6, 
0 0 


deren Einheiten e, der folgenden kommutativen Produkttafel®) genügen: 


eo e e3 e3 





la 0 0 63 
(19) e, | 0 eı e, 0 
&| 0 & —eı 0 


ma er Se 5 ı 











in besonders prägnanter Form so dargestellt werden: 
(20) x = xa 


Die Zusammensetzung zweier Transformationen a und a’ der Gruppe 6, zu einer neuen 
a’ lautet daher: 


€) Es ist dies der Typus II, b von Zahlsystemen mit vier Einheiten bei E. Study, wenn man die Permutation 
(&, &9, €) ausübt (das Studysche Schema entspricht einer Schraubung um die z-Achse). Vgl. E. Study, Complexe 
Zahlen und Transformationsgruppen, Monatshefte f. Math. u. Physik 1, S. 306 (1890). 
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sie geschieht explizit nach den Produktformeln 


4 = Ayd, 
’ ’ ’ 
u = a, a, — 4,d, 
(22) [Z3 ’ ’ 
o, = 4,4, + 4,4, 
a, = 4,4, + 4,45. 
Für 
(23) aı=4+&4=e 


erhält man die identische Transformation E der Gruppe G,. Die komplexe Größe e ist 
also die Einheit (Zahl 1) des Systems. Durch die Gleichung 

(24) aat=ala=e 
wird die zu a reziproke Zahl a-! definiert. Es ist 

1 a Ad, a 

(25) aI=—a+ ,;„ ,4— : 

Ay a +9 

9. Da die Gruppe G, kommutativ ist, ist sie ähnlich zur Gruppe 7, der räumlichen 
Translationen und kann in diese übergeführt werden. 

Gehen wir zu inhomogenen Koordinaten und Parametern über, indem wir x, = % = 1 
setzen, und führen wir inhomogene kanonische Parameter (x, ß, y) und kanonische Koordi- 
naten (£, », £) ein durch die Formeln 

(26) zs= cd, a= et, 
wobei jetzt unter e die Basis der natürlichen Logarithmen verstanden wird, und 

(27) X=Ee +n& + Le, A=saag+ßea+Yye 
bedeutet! Die Gruppe G, der projektiven Transformationen (20) lautet dann 


Pe Zr 


> 5 2 eg > e3 . 
a; +4; a, 


oder 
(28) X=-X+A, 
d.h. sie nimmt die kanonische Form der räumlichen Translationen an. 
Wenn man die Definition der Systemeinheit (e, + e,) und die Produkttafel (19) 
beachtet, so wird 
(29) | en = + ee, ee —=a+ e, + 66, 
e": — & + cosn e, + sinn &. 
Daher lauten die Transformationsformeln x = e* in (26) ausführlich 


= ei rne,+ Ce, — erei . ee”: . ers 


’ 


d.h. nach Ausführung der Multiplikationen 
3 


(30) + Fu = ot cos en, + esinne, + Le. 
1 


Nennt man noch die inhomogenen Koordinaten (z,, X,, 23) fortan (x, y, 2) und die in- 
homogenen Parameter (a,, @,, a,) fortan (a, b, c), so hat man für sie nach (30) den folgenden 
Zusammenhang mit den inhomogenen kanonischen Koordinaten (£, n,{) und Para- 
metern (x, ß, y): 
z=e-cosn, a= e*:.cos ß, 
(31) y=e-sinn, b=e:sinß, 


z=[, c=Yy. 





214 Frey u. Strubecker, Die Transformationstheorie der quadratischen Linienkomplexe [(11) (22)].1. 


Umgekehrt ist 
Ee=InYa+y, ° «= In Va® + b#, 
y 


x ’ 


b 
ß = arc 8» 


(32) n = arctg 
== £, y=c. 
Man kann diese Formeln durch komplexe Zusammenfassung besonders einfach so schreiben: 


z+iy= e+H" a+ib= ertiß 


(31*) X 
bzw. 


E+ in = In(z + ıy) x + iß = In(a + ıb) 


(32*) h 
m3. yC. 





Bildet man vermöge der transzendenten Abbildungsformeln (31) den Raum R der 
Punkte (z, y,2) ab auf den Raum P der Punkte (£, n, £), so geht die (kommutative) 
Gruppe G, der projektiven Automorphien der konsingulären Komplexe (1) in AR über in 
die (kommutative) Gruppe 7, der Translationen in P. 

Die Abbildung (31) stellt daher das Gegenstück zu Lies logarithmischer Abbildung des 
allgemeinen tetraedralen Komplexes dar, die man auf ähnlichem systematischen Wege 
gewinnen könnte. 

10. Aus den Formeln (31*) und (32*) folgt 

7. __dz + idy u 
(33*) dE +idn = sm di = ds 
dx + idy= e+'"(dE + idn), de = di, 
d.h. ausführlich 
xdx + ydy  ady— ydı $„. 

(33) ee 5 er 5 3 a 

Die »* Linienelemente ZL(z, y, z, dx, dy, d2) der Komplexe (1), d.h. jetzt der 
Komplexe $, 

(34) (ady— yda) de — p(da® +dy)  (P+0), 
werden durch (31) abgebildet auf * Linienelemente A(&, n, £, d&£, dn, d£), welche der 
Mongeschen Gleichung 


(35) dn dl = p(d&? + dj?) 
genügen. Diese Elemente A gehören daher den ©* Unisekanten der Kegelschnitte k, eines 
Kegelschnittbüschels 


(36) nt=pe+m), 1=0. 
der Fernebene W (t= 0) an, das durch die beiden zerfallenden Kegelschnitte 7 = 0 


und &? + n?= 0 aufgespannt wird. 

Die quadratischen Komplexkegel dieses Unisekantenkomplexes K, 

(dn + pa£) dZ = p(d$? + dy? + d£?) 

sind untereinander translationskongruent; ihre Kreisschnitte liegen in den Ebenen 
n + pl = const. und £ = const. 

Für die Kegelschnitte (35) erhält man leicht die folgende rationale Parameter- 
darstellung 

t 1 
(37) Kid: K=-7Ca'grm’P- 
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11. Durch die transzendente Abbildung entsprechen sich die eingliedrigen stetigen 
Untergruppen G, und 7, der Automorphiengruppe G, und der Translationsgruppe T;. 
Diese Translationen T, lauten daher 

(38) =htea,n=mtP,i=it yt 
oder, komplex zusammengefaßt, 

E+in)=(&+im)+(&+ißt 
a zn Ip + yt, 
wobei a, ß, y jeweils beliebige feste, reelle Parameter bedeuten. Ihnen entsprechen durch 


die Abbildung nach (31*) die folgenden eingliedrigen Gruppen G, von Automorphien aller 
Komplexe (1): 


welche die folgenden Typen von Bahnkurven umfassen: 


(39) 


ztiy= et. (+ iy), 


40 
ie z=mH+yt, 





Art der Bahnkurven Art der Gruppe G, 





logarithmische Wendel- 
spiralen ?) 


allgemeiner Fall 
(Schiebdrehstreckung) 





gemeine Schraublinien 


logarithmische Linien in 
Ebenen y=c-x 

logarithmische Spiralen in 
Ebenen 3 = c 


reine Schraubung 
(reine Drehschiebung) 


reine Schiebstreckung 


reine Drehstreckung 





0 
+0 
0 0 


Normalen der z-Achse 
Kreise in Ebenen z = c 








+0 | Parallelen zur z-Achse 


reine (axiale) Streckung 
reine Drehung 
reine Schiebung 





0 | alle Punkte fest 

















| 0] 


Identität 





Man findet aus (39) und (40) noch 


dz +idy= (a +1iß)(x + iy)di, dz 
und daraus 

zdy— ydı „de+idy 

+ y? z+iy 

da +dy? ,, a2 


= Y di 


= 3a + ip) di = Pdt, 





(zdy — yda) ds — p(da? + dy?) = (2? + y%) [By — p(a® + BY]dır. 


?) Als logarithmische Wendelspiralen bezeichnet man nach Emil Müller [Sitz. Ber. Akad. Wiss. Wien, math.-nat. 
Kl., Abt. IIa, 120, 1763—1810, insbes. S. 1782, (1911)] die Schnittkurven von Wendelflächen und Zylindern mit 
logarithmischen Spiralen als Normalschnitt, welche die z-Achse als Schraub- bzw. Wickelachse haben. Jede loga- 
rithmische Wendelspirale liegt auch noch auf einem Drehlogarithmoid (Drehfläche mit logarithmischen Linien als 
Meridianen und der z-Achse als Drehachse). 
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Folglich gehören die Tangenten der Bahnkurven (40) dann und nur dann dem Komplexe 
(34) vom Parameter p an, wenn zwischen den Konstanten a, ß, y die Relation 


(41) By = p(&* + P°) 
besteht. 

Reguläre quadratische Bahntangentenkomplexe (p bestimmt, endlich, + 0) erhält 
man jedoch nur in den Fällen 1) und 2) der Tabelle, d.h. für $y #0. 


II. Komplexkurven. 


12. Wir sagen, zwei Linienelemente L aus R haben die gleiche Gattung, wenn für beide 
die Verhältnisse 
zdz + ydy , zdy — yda , dz 
x? + y? 2 x? + y? = 
gleichen Wert haben. In diesem Falle werden sie nach (33) vermöge der transzendenten 
Abbildung (31) auf parallele Linienelemente A: 


(43) de :dn:di 
des Raumes P abgebildet. 

Um die /ntegralkurven der Gleichung (34), d. h. die Komplexkurven des Kollineations- 
komplexes X, zu bestimmen, ermitteln wir zuerst die Integralkurven der einfacheren 


Gleichung (35), d.h. jene Kurven des Raumes P, deren Tangenten den Kegelschnitt %k, 
der Fernebene i schneiden (Komplexkurven des Unisekantenkomplexes K,). 


(42) 


13. Als spezielle Lösung bieten sich da die Geraden dieses Unisekantenkomplexes, 
d.h. die Treffgeraden des Kegelschnittes k, an, für welche 


(44) dE:dn:d=a:ß:y 


ist, wobei die Konstanten a, ß, y nach (35) der uns schon aus (41) bekannten quadratischen 
Relation 

(45) By = p(a® + P°) 
genügen müssen. 

Die Treffgeraden von k, lauten dann 

(46) E=ot+, nf tm ey 
(£,, "0, &o Integrationskonstante). Jede von ihnen besteht aus oo! parallelen Linienele- 
menten A des Komplexes (35) und die (zu festem x, ß, y gehörenden) ©? parallelen 
Treffgeraden von k, umfassen alle oo? parallelen Linienelemente A von (35). 

Durch die transzendente Abbildung (31) entstehen in R aus den ©? Geraden (46) 


003 spezielle Komplexkurven des vorgelegten Komplexes (34), nämlich genau jene Kurven 
(40), deren Parameter (x, ß, y) der Relation (45) genügen. Ihre ausführliche Darstellung ist 


x = e*'(x, cos Bl — y, sin ft), 
(47) y= e*t(z, sin Bt + yo cos Pt), 
z-mHryt. 
Jede dieser &® speziellen Komplexkurven trägt oo! Linienelemente Z gleicher Gattung 
des Komplexes (34). Die zu festen Parametern a, ß, y gehörenden oo? speziellen Komplex- 
kurven umfassen dabei alle 0? Linienelemente Z des Komplexes (34), welche einer festen 
Gattung angehören. 
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Diese speziellen Komplerkurven (47) sind also identisch mit den Bahnkurven der 
stetigen eingliedrigen Untergruppen G, der dreigliedrigen Gruppe G, der projektiven Auto- 
morphien der durch (34) bestimmten konsingulären Komplexe #,. Diese Bahnkurven 
liegen dabei in jenem Komplexe &,, dessen Parameter nach (45) 

Ba. ; 

(48) p ur x? 4 ß? 
ist, wobei (wegen p + 0) hier #y + 0 vorausgesetzt wird. 

Je nachdem dann & + 0 oder x = 0 ist, entstehen [nach 1) und 2) der Tabelle] als 
spezielle Komplexkurven logarithmische Wendelspiralen oder gemeine Schraublinien. 


14. Für die allgemeinen Komplexkurven des Komplexes (35) im Raume P sind die 
Verhältnisse d&: dj: d{ nicht mehr konstant, es gilt vielmehr nach (37) 
_ t . 1 * 
4+m'iye'P 
oder, wenn F(t) eine willkürliche Funktion des Parameters t ist: 


. 4F(t) Fit) 
“=. 1 +12 


dE:dn:d£- 


di, dy: di, di = pF(i) dı. 


Folglich ist 
de + idn = "9 ar, ar = prydı 


und nach Integration 


t 


t 
(49) g£+Wm= | N ” U+(&+ im), Z=p | F(t) dt + Lo. 
ö 6 


Man kann diese allgemeinen Komplexkurven (49) des Komplexes (35) von P integrallos 
darstellen, indem man 


(50) Fi) = (1 +12) ®" (tl) 
setzt, wobei es statthaft ist anzunehmen, daß noch 
(51) ®(0) = ®’(0) = ®’(0) = 0 
wird. Es ist dann 
(52) ü + ” = (tt +)O"NM— Ol) ++ im, 
= pl +1?) ©’ (1) — 210’ (1) + 20(1)] + Lo, 


d.h. ausführlich 


nm 


= 26°(1) — P(t) + 5, 
(53) = ®"(t) + 1 
|: = p[il +1?) ©’ (1) — 210 (1) + 20()] + &o- 
Durch Anwendung der transzendenten Abbildung (31) ergibt sich daraus die 


folgende integrallose Darstellung der allgemeinen Komplexkurven des Kollineations- 
komplexes R,: 


(54) 


2 + iy= et — (a + ig) EI, 
| z=5 pl +2) 0’) — 20 lt) + 20()]) 4% 
oder in Zylinderkoordinaten (r, y, 2) 

r=ner0, = P"'()+ Yo; 
u a FE FE 
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(55) 
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Jede dieser allgemeinen Komplexkurven enthält »! Linienelemente Z verschie- 
dener Gattung, und zur gleichen Funktion F(t) oder ®’’(t) gehörige Kurven lassen sich 
durch Transformationen aus G, zur Deckung bringen. Wir bezeichnen sie daher als Kurven 
gleicher Gattung. Im Bildraum P entsprechen ihnen translationskongruente Kurven (53) 
des Komplexes (55). 

Der in den Formeln (55) auftretende Parameter ! hat eine einfache geometrische 
Bedeutung, die man aus dem Grundriß der Kurve entnehmen kann. Bezeichnet nämlich 
» den Winkel der Polarradien des Kurvengrundrisses mit der Kurventangente, so ist 

dr 
etg v == rdg = $ 

15. Von besonderem Interesse sind nun jene ausgezeichneten Komplexkurven, die 

zu konstantem, insbesondere ganzem oder rationalem F (t) gehören. Wir setzen in diesem Falle 
Fit) = (1 +12) ®”’(t) = m. 
Daraus folgt durch Integration wegen (51): 


(1 +12) ©’ (1) — A0 (t) + 20(t) = mt, 


ferner 

! dt 

re m nz 
®'’(1): / ET Ju marcigi 

0 

und 
: 
don, „din +"). 
0 


Nach (55) lauten daher diese ausgezeichneten Komplexkurven des Koinplexes (34) in 
Zylinderkoordinaten 

(56) r=ro(} 1 + 12m, y=g+tm-arctgt, z=2, + mpt. 

Wir bezeichnen diese Kurven (56) als komplexsymmetrische Kurven c„ des Kom- 
plexes K,. Sie sind das genaue Gegenstück der tetraedralsymmetrischen Kurven von 
de la Gournerie, welche in der Transformationstheorie des tetraedralen Komplexes 
[(11), (11), (11)] von Sophus Lie!) den analogen Standort einnehmen. 

Man kann aus den Formeln (56) leicht eine einfache Darstellung der kartesischen 
Koordinaten der Kurve c„ gewinnen. Es genügt, sich dabei auf die Werte r, = 1, yo = 0, 
2 0 zu beschränken, wodurch mittels Transformationen aus G, bloß die Lage der 


0) 
der Kurve c,„ normiert wird. Es folgt dann aus (56) der Reilıe nach 


(57) I=1g, 


stiy= (1 +itg 4) = (1 + i®, 


<—iy= F — itg ?\- (1 — it)”. 


Daraus fließen die folgenden Parameterdarstellungen von Cm 


z= Rt + ig "| - Rt + in, 











(59) yv-3 (1 +12) 31 + el, 
\ 1 
3 == mpig ’ = mpt. 





m 








die 


ha 
Ve 
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Umgekehrt folgt aus (58) 
. . „1/m 
1+ü= (+ ig)", 
. „1 
1—üÜ= (2 —iy) e, 
woraus man durch Addition die kartesische Gleichung des Kurvengrundrisses c,, in der 
folgenden Gestalt gewinnt: 
(60) Re + iy)m =1. 
ss sind dies ausgezeichnete triangulär symmetrische Kurven nach der Bezeichnungsweise 
von de la Gournerie. 


Ähnlich gewinnt man wegen (59) durch Subtraktion von (58) die Gleichung 


(61) 2 = mpg[(z + iy)""]. 
Diese Gleichung stellt die einfachste Potentialfläche TT,, d. h. Integralfläche der Laplace- 
schen Gleichung 


(62) =. +.,—-0 
6 c 
dar, welehe durch die Komplexkurve c„ gelegt werden kann. i 
Diese Potentialflächen TT,„, dargestellt durch (61), spielen in der Differentialgeometrie 
des isotropen Raumes?) eine ausgezeichnete Rolle. Im isotropen Raume hat nämlich die 
Fläche z = z(x, y) die mittlere Krümmung 


(63) H=-b:=- 


Die Flächen TT, gehören also wegen #/ = 0 zu den Minimalflächen des isotropen Raumes, 
die allgemein als Integralflächen der Laplaceschen Gleichung Az = 0 die Gestalt 

(64) z = Rf(z + iy) oder z = Jf(x + iy) 
haben, wobei f(x + iy) eine beliebige komplexe analytische Funktion der komplexen 
Veränderlichen x + iy bedeutet. Die beiden Flächen (64) sind dabei ein Beispiel von 
konjugierten isotropen Minimalflächen. 

Als Grundrisse c,, der komplexsymmetrischen Kurven (56) erhält man nach (57) und 
(58) die Sinusspiralen vom Index (— m): 
r 
(65) Pre 0 
re 
m 


cos” u 


Es folgt, daß komplexsymmetrische Kurven c„ und c_,„, wenn man von zentralen 
Ahnlichkeiten absieht, inverse Grundrisse haben. 
Die Kurve c,,_, ist Fußpunktkurve von c,, und die Kurve c,,,, ist negalive 
Fußpunktkurve von c„. Als Pol dient dabei stets der Nullpunkt. 
Die im Komplexe (34), ,, enthaltene Komplexkurve (59), c„, ist wegen der Gleichung 
(60) ihres Grundrisses eine Fallinie von TT„; wir nennen diese Fallinie c„ die Gratlinie der 
Potentialfläche TI, bezüglich des Komplexes $,. 
Übrigens ist auch jede andere Fallinie der Potentialfläche TI, vom Grundriß 
N (x + iy)'”"] = p/p = const. 
Komplexkurve, und zwar in dem zum Komplexe $, konsingulären Kollineationskomplex 
X, der Gleichung 
(zdy — yda) dz = p(dx? + dy?). 
28* 
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Man bestätigt dies leicht durch komplexe Rechnung aus der Parameterdarstellung 
i MEERE 
cH+i - (Pi Y, =: 
m p mp 
dieser Fallinie, wenn man die Gleichung des Komplexes 8; in folgender Form schreibt : 
dz  Z[(2 — iy) (dx + idy)] = p- (dx + idy) (de — idy). 


Die Grundrisse aller dieser Fallinien von TI„ sind zueinander zentrisch ähnlich mit dem 
Nullpunkt als Ähnlichkeitszentrum. 


16. Fällt man aus den Punkten der komplexsymmetrischen Kurven (56), c„, l,ote 
auf die z-Achse, so bilden diese gerade Konoide der Gleichung 
(66) z—a=mp-tg? 7, 
m 
Diese geraden Konoide spielen in der Kinematik des elliptischen Raumes®) eine wichtige Rolle. Wählt man 


als dessen Maßfläche die nullteilige Kugel 
"+++ 2=0 


und betrachtet die elliptischen Schraubungen, welche das polare Achsenpaar 

I: ı =0, = 0 und 9: n=0, 1, = 0 
festlassen, so liegen die Bahnkurven der stetigen elliptischen Schraubungen um dieses Achsenpaar [elliptische Schraub- 
linien der Punkte (rg, Yo. 20 = 0)] auf den geraden Konoiden 


‚pr — uw 

(66’) z= mp*te Yo 
m 
Ihre Grundrisse haben die Form 
Ei Ty 
(65° Er 7% 
cos = 
m 


und sind sogenannte Ährenkurven. 
Gleichzeitig liegen diese elliptischen Schraublinien auf den bei der Schraubung invarianten Cliffordschen 
Flächen (Drehhyperboloiden) 
x? + y 22 
“ min? em 
Die Flächen (66), die sich von den Konoiden (66’) nur um eine Parallelverschiebung in z-Richtung unterscheiden, sind 
also mit den Wendelflächen des elliptischen Raumes identisch. 

Die komplexsymmetrischen Kurven e„, selbst entstehen (abgesehen von der genannten unwesentlichen Parallel- 
verschiebung in z-Richtung), wie der Vergleich der Formeln (65) und (65) lehrt, aus den elliptischen Schraublinien, 
indem man lediglich die Polarradien r dieser Schraublinien durch r!/m ersetzt, o und z aber ungeändert läßt (,‚Potenz- 
transformation‘“‘). 


L; 


17. Für rationales m kann man setzen 


(67) m=+ z ‚ p>0,9>0 und ganz, (p,g) =1. 


Es ergeben sich dann algebraische und zwar rationale komplexsymmetrische Kurven, deren 
Ordnung nun bestimmt werden soll. 


Wir betrachten zuerst den 


Fall A) m=+7, v,)=1,p>0, q>0 
und studieren also die komplexsymmetrischen Kurven Cppg: 
(68) r=(l+BpM = 7 are 1g 1, nt. 


8) K. Strubecker, a) Über die Schraubungen des elliptischen Raumes, Sitz.Ber. Akad. Wiss. Wien, Math.-nat. 
Kl. Abt. Ila, 139, 421—450 (1930). b) Elliptische Schraubungen und nichteuklidische Loxodromen, Math. Tidsskr. B., 
1951, 71—%6. 
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In (56) haben wir dabei „= 1,9 = 0,%»=0,p= 1 gesetzt, Normierungen, die die 
Ordnung der Kurve nicht beeinflussen und fortan stets gelten sollen. 
Fall a) Es sei zunächst p gerade und q ungerade. Setzt man dann y/p = x, so ist 
nach (68) 
Maut IE _ Singa 
(69) t=tg r Fe 


Aus der Moivreschen Formel folgt bei ungeradem g: 
q-ı 

3 q 
cos 9x = 3 (— 1)* (3) co87-2kx sin?kx, 
k=0 \ 

q-1 

. 2 q ; 
sin 9x = 3 (— 1)* BR A ı) cog?-2#-1x gin2ktla, 


k=0 


und bei geradem p: 
cos px = 3 1)* ( p cos?-2kx sin?*x 
2k ; 


k=0 


cosP-2k-1x sin?ktix, 


ER pP 
= __41k 

sin px = 3 (—1) Fe f 

Es ist also 


— 1 . 
R g-28-1 2k+1 
(70) t— sin = 1) w „u ) cos asın x 
COS 4X ! 


q-\ 
ni 
za 1)* (2) co8?-?kx gin?k+!x 


Drücken wir noch in gleicher Art tg p als Funktion von x = y/p aus, so wird 


2-3 
2-1) ( ‚ Jeosr-2r-1a sin?k+1x 
71 t __ S3mMP& _ Ku 2 +1 
( ) g Y = cos Px Bo »/2 BR, p rar Er = £ 
3 (— 1)* (4) cosP-2k x sin?kx 
k=0 


Dividieren wir Zähler und Nenner von (70) bzw. (71) durch cos’x bzw. cos’a und setzen 


dann 7% _ tg a = s, so erhalten wir statt (70) 


3 1)* (2. 4 er 





(72) u _ 
- [I \ » 
zer(a)s 
und statt (71) 
»-2 
E(— 1) p gekıı 
(73) gy = . pl2 a 
__ 418 >% 
zerln) 











222 Frey u. Strubecker, Die T'ransformationstheorie der quadratischen Linienkomplexe [(11) (22)]. 1. 


Nach (60) ist nun aber y/x — tg y, also y= x tgy und folglich: 
Patty ar Hgg); 
andererseits folgt aus (68) 
F=(il+P"r=(1+ FM". 
Somit folgt 
2 Hy) Hp". 
Setzt man darin für 2 und tg x die Ausdrücke (72) und (73) ein, so folgt die Gleichung 


»-2 


2 


(2-1 (2) + 3 17 (2,7 ‚) FAN] 


k-0 


El) 


2 JDla 











/g-\ 2 
5 = 1 k ’B .) 
L | 0 ) (2x)° | 
Nun ist aber 
p-2 2 
ar IP. | s Ye . 
5 k »2k e k Br | s2)v 
Zee) | FEN 





g-\ E 4-1 . 
z( ve(A,)s@) +[ 2: 2e(,,? Je) tr, 


k=-0 k-0 


so daß die obige Gleichung die einfache Gestalt 


5 (1 s?)? (1 I. s?)? 
(74) I pi2 \2 Er /4q 1 2piq 
” (__ 4)k s2% > 
2 ) (2) . PX ven 1)* (4 ee) 
\k=0 Air 
annimmt. 
Daraus kann man x berechnen. y = rtg y folgt dann mittels (75); schließlich ergibt 


sich z= mt = m aus (68) mittels (72). 


Man erhält so die folgende Parameterdarstellung der komplexsymmetrischen Kurve c,,,: 


Teen ® 
2, rAEs Z(- wit, je 

= mi 24? Yy - en Be 
dena) Ecofs)-) 


4-1 


3(- Yelor je" 


P .‚x=0 
u 
”(_4m[ 9 \.. 
zn) 


E 
- 











bzw 


Nim 
auf 
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Um die Ordnung dieser Kurven (75) festzustellen, schneiden wir sie mit einer be- 
liebigen Ebene 


(76) Ax+By=(z+D. 


Wir setzen die Ausdrücke (75) ein, schaffen die Nenner weg und erhalten, wenn wir beider- 
seits noch in die g” Potenz erheben, die folgende Gleichung, deren binomiale Vorzahlen 
wir nicht mehr ausführlich anschreiben, da sie für das Problem der Kurvenordnung ohne 
Belang sind: 


m, 1 1: Si. ri pa 
2 2 2 2 2 
1" Z()st+ BE) wi er (e? Z()sttı + DE By [3 ae 
k=0 k=( J 


) Q k=0 k=0 k=0 


x) Für p > g hat die linke Seite dieser Gleichung die Ordnung pg, die rechte Seite 
die Ordnung g? + (p— 9) (g— 1) = pg — (p—g), also eine kleinere Ordnung. Für 
p > g ist die Ordnung der Kurve also pgq. 

ß) Für p <g bringen wir die zweite Klammer der rechten Seite nach links. Die 
Ordnungen sind dann: 


links pqg + (ga — 1) (g — p) = 9? — (q— p), rechts g?, also größer. 


Für p <q ist die Kurve also von der Ordnung q°. 


Die beiden noch ausstehenden Fälle b) und e), wo b) p ungerade und g gerade oder 
c) p und g ungerade sind, bringen nichts Neues; zwar vertauschen sich dann die Ord- 
nungen bei Zähler und Nenner von t in (72) und von tg p in (73), dies spielt aber keine 
Rolle in den weiteren Ordnungsbetrachtungen. 


Wir haben also gefunden: 


Satz A. Wenn m =: pjq ist, mit ganzen, teilerfremden und positiven Zahlen p und q, 
so ist die Ordnung der rationalen komplexsymmetrischen Kurven (56) gleich pa, falls p > 9, 
bzw. gleich q?, falls p <g ist. 


Wir betrachten zweitens den noch ausstehenden 


Fall B) m-—.. (r,)=1,p>0,q4>0. 


Nimmt man wieder an, p sei gerade und q ungerade, obwohl sich dies, ebenso wie vorhin, 
auf das Ergebnis nicht auswirken wird, so lautet die Darstellung der (normierten) Kurve 


p p 


(77) r= (1 +12) Pa, a rain at 
Es folgt 
Y 
—tetglg 
(0?) 


Zieht man wieder die Formeln (72) und (73) heran, so erhält man durch Übertragen 
der obigen Überlegungen den 


Satz B. Wenn m = — p/g ist, mit ganzen, teilerfremden und positiven Zahlen p und q, 
so ist die Ordnung der rationalen komplexsymmetrischen Kurven (56) in jedem Falle gleich 


2pq + q®. 
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Wir fassen das Ergebnis der Sätze A und B in folgender Tafel zusammen. 





Ordnung der komplex- 


symmetrischen Kurven c,„ 
sofern 





pq wenn p>q p>0 
q° wenn p<gq q>0 





2pq +q? 

















Tafel 1 


18. Ähnlich wie vorstehend die Ordnung kann auch die Klasse der zu rationalem 
m gehörigen algebraischen komplexsymmetrischen Kurven (56) bestimmt werden. Wir 
beschreiben zweckmäßig die Ebene 


(78) z=ur+oy+w 


durch die inhomogenen Ebenenkoordinaten (u, v, w), in denen sich die Gruppe G, der 
projektiven Automorphien des Komplexes (1) oder (34) mittels der Parameter / (axiale 
Streckung), x (Drehung), £ (Schiebung) durch die Formeln 


u’ = Alu cos x — vsin a), 
(79) v = )(usina+vcosa), 
wW"=u+{t 
darstellen läßt. 
Die Schmiegebenen o der komplexsymmetrischen Kurve (56) haben dann, wenn man 
wieder 7, = 4, 90 = 0, » = 0 und p =: 1 setzt, die Koordinaten 


| | 2 . m—2 
= cos — sin Y, 
m m 


y\r--2 m—2 
v = —(co - cos g, 
m m 





w =— (m—21gt. 


Die Klasse der Torse (80) ist nun gleich der Ordnung der dazu in dem Nullsystem N 
(81) dz = ydı — xdy 


(Normalengewinde der Schraubung p = 1) nullpolaren Kurve 


. RAP a 
X=-—ı = (cos Y \ cos" a p; 
m m 


-2 — 
Y= u = (cos 9)" sin" an 
m m 





Im u-—(m—2Ntg®. 


Diese nullpolare Kurve lautet in Zylinderkoordinaten (R, ®,Z) 


(83) R= (cos, ® nn. z= —(m—2)ig 


4 
m’ 
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oder in Gleichungen: 
R 


cos ER 
a 


u) | 


a ® 
Z: 2 —m) tg, 





L 


Vergleich mit (56) und (65) zeigt, daß diese zu den Torsen der komplexsymmetrischen 
Kurven c„ nullpolaren Kurven gleichfalls komplexsymmetrische Kurven des Typus c, -m sind. 

Man kann daher die Klasse der komplexsymmetrischen Kurven c„ wieder aus der 
Tafel 1 bestimmen, wenn man dabei den rationalen Index m durch M = 2 — m ersetzt. 

Man erhält so aus der Tafel 1 der Ordnungszahlen die folgende Tafel der Ordnungs- 
und Klassenzahlen der komplexsymmetrischen Kurven cm: 





Ordnung von c„ M= Klasse von c„ 





n 2 pg — 3q? für p> 4 sofern 
ä : EM 2 2. ; (pP, q) 1 
g° für 2q >p>qg 





p> 0 








q? für p<gq 29? —pg für p<gq >00 





2pg +q? er 29° + pq 


























Tafel 2 


19. Bevor wir die wichtigsten Sonderfälle von komplexsymmetrischen Kurven be- 
sprechen, beweisen wir einige wichtige allgemeine Eigenschaften der Komplexkurven des 
Kollineationskomplexes $,. 


Satz 1. Legt man in den Punkten P einer Raumkurve p die zu der Schraubung (9) 
gehörigen Bahntangenten t, so bilden diese Komplexstrahlen t dann und nur dann die Tan- 
gentenfläche einer Raumkurveq (die dann notwendig eine Komplexkurve, ein Komplex- 
strahl oder ein Punkt ist), wenn die Raumkurve p selbst eine Komplexkurve aus $, ist. 


Beweis. Die Punkte 


(85) 


der Raumkurve p haben in der Schraubung (9) die Bahntangentenvektoren 


2 = — y(u) 
(86) y= x(u) } y(u). 
= p 
Ihre Bahntangenten bilden die Regelfläche 


(87) £=pl(u) +v-.Y(n), 


welche dann und nur dann abwickelbar ist, wenn das Spatprodukt 


Journal für Mathematik. Bd. 193. Heft 3/4. 
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ist. Ausgerechnet ergibt dies 


de — y —dy 
dy x dx = (rzdy— ydaı) ds — p(dx? + dy?) = 0, 
dd p 


d.h. die Gleichung (34) unseres Komplexes $,, womit Satz 1 bewiesen ist. 
Durch Umkehrung von Satz 1 gewinnt man den 


Satz 2. Legt man in den Punkten Q einer Komplexkurve q des Kollineationskomplexes 
St, die Tangenten t, so sind diese die Bahntangenten der auf t gelegenen Gratpunkte P, die 
ihrerseits auf der Tangentenfläche von q stets wieder eine Komplexkurve p von 8, bilden. 

Jede Komplexkurve p gibt so Anlaß zur Konstruktion zweier neuer mit ihr ver- 
bundener Komplexkurven p, und p_,, deren erste (p,) von den Bahntangenten der 
Punkte von p berührt wird, während die zweite (p_-,) der Ort der Gratpunkte der Tan- 
genten von p ist. 

Man kann diese Konstruktion nach beiden Seiten fortsetzen und erhält so, aus- 
gehend von einer beliebigen Komplexkurve p,, eine unbegrenzte Kette . 


(89) 9-3, P-2 P-n Po Pur Pa» Pa, °* 


von Komplexkurven p„ (m ganz) von $,, wobei stets die Bahntangenten der Punkte von 
2, Tangenten der Kurve p,,,, sind, und umgekehrt die Tangenten von p,, mit ihren Grat- 
punkten die Kurve p„-ı erzeugen. 

In besonders einfacher Beziehung stehen dabei die Grundrisse p,,_,,P,,P,.. auf- 


einanderfolgender Komplexkurven p„-1, Pm; Pn+ı- Da der Gratpunkt P eines Komplex- 
strahles £ im Grundriß sein Lotfußpunkt P’ aus dem Nullpunkt 0’ ist, gilt 


Satz 3. Der Grundriß p,_ı v0n Pm-ı ist die Fußpunktkurve des Grundrisses p/, von 
Pm (für den Nullpunkt O' als Pol). Umgekehrt ist der Grundriß p,,,, von p,., die negative 
Fußpunktkurve des Grundrisses p,, von Pm- 


Allgemein folgt: p,_, ist die k-te positive, p,,, die k-te negative Fußpunktkurve 
VON Pin 

Ziehen wir auch noch die Bahnschmiegebenen der Schraubung (9) in Betracht, 
so gilt 

Satz 4. Zeichnet man in den Punkten P einer Raumkurve p die zur Schraubung (9) 
gehörenden Bahnschmiegebenen o, so entsteht eine Torse, deren Gratlinie q dann und nur 
dann eine Komplexkurve des Komplexes $, ist, wenn p selbst Komplexkurve ist. 


Beweis. Die Bahnschmiegebenen o der Punkte P(z, y,z) der Kurve (85) haben 
die Gleichung 


(90) o=-pyX—paY+(a?+y)(Z—2)=0, 


wenn (X, Y,Z) die laufenden Koordinaten eines Punktes von o bedeuten und (z, y, 2) 
nach (85) Funktionen von u sind. Die Ebenenschar (90) erzeugt eine Torse, deren Er- 
zeugenden neben (90) noch der daraus durch Ableiten nach u entstehenden Gleichung 


(N) de = pXdy— pYdz + 2(zdx + ydy) (Z— 2) = (x? + y?) dz 


genügen. 
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Man findet aus (90) und (91) leicht die folgenden Beziehungen zwischen den homo- 
genen Linienkoordinaten p;, der Erzeugenden [o, do] der Torse: 


PosPı2 — P(Paı + Piz) = A* [(ady — yda) dz -- p(dx? + dy?)] 
mit 
22 = p®(2? + y®)? (ay — ya)?, 
woraus wegen der Komplexgleichungen (1) und (34) sofort Satz 4 fließt. 
Umgekehrt folgt aus Satz 4 sofort 


Satz 5. Die Schmiegebene o der Punkte Q einer Raumkurve q haben Gratpunkte P, 
die eine neue Raumkurve p beschreiben. Diese Raumkurve p ist dann und nur dann Komple«- 
kurve des Schraubtangentenkomplexes $,, wenn q selbst Komplexkurve ist. 


Für die Grundrisse der Kurven p und q gilt dabei der sehr einfache 


Satz 6. Die Grundrisse p’ und q’ der in den Sätzen 4 und 5 erwähnten Komplexkurven 
p und q stehen zueinander in dem Verhältnis, daß q’ die zweite negative Fußpunktkurve von 
p’ und umgekehrt p’ die zweite positive Fußpunktkurve von q’ ist. 

Beweis. Die Bahnschmiegebene x des Punktes P von p muß die Tangente s der 
Komplexkurve q im Punkte Q enthalten. D.h. die Gerade s muß Komplexstrahl in x 
sein und ist daher Bahntangente eines bestimmten Punktes 5 der Grattangente von z, 
die mit der Bahntangente p von P identisch ist. Die Tangenten s von q haben also die 
Punkte 5 als Gratpunkte, d. h. für die Kurve 3 der Punkte $ gilt: Der Grundriß 3’ von $ 
ist Fußpunktkurve des Grundrisses q’ von q. Da nun weiter die Kurve 3 von den Bahn- 
tangenten p der Punkte P von p berührt wird, ist in gleicher Weise auch der Grundriß 
p’ von p Fußpunktkurve von 3’, d.h. aber zweite negative Fußpunktkurve von q', 
w. z. b. w. 


Man entnimmt diesem Beweisgang noch den 


Satz 7. Die Bahnschmiegebenen n der Punkte P einer Komplexkurve p von X, bilden 
eine Torse ©. Ist 3 die Hüllkurve der Bahntangenten p der Punkte P von p, so sind die Bahn- 
tangenten s der Punkte S von 3 die Erzeugenden dieser Torse ©, deren Gratlinie die Kom- 
plexkurve q ist. 


20. Wir wenden nun diese Sätze auf den ausgezeichneten Fall der komplexsymme- 
irischen Kurven (59), c„, an. 


Als Sonderfall von Satz 1 erhält man dann 


Satz 8. Die Bahntangenten der Punkte P einer komplexsymmetrischen Kurve cm 
bilden die Tangentenfläche einer komplexsymmetrischen Kurve c 


m+1’ 


Umgekehrt gilt als Sonderfall von Satz 2: 


Satz 9. Die Tangenten einer komplexsymmetrischen Kurve c„ haben Gratpunkte Q, 
welche eine komplexsymmetrische Kurve c„-ı bilden. 


: u j | ' } . Di 
Beweis. Der Grundriß c/, von c„ ist eine Sinusspiraler = r, (cos 3 . Die Bahntan- 


genten der Punkte P von c„ umhüllen im Grundriß nach Satz 3 die negative Fußpunkt- 
kurve von c,, ; diese ist aber die Sinusspirale c,, ,, der Gleichungr = r, ( cos, Aw "Weil 
eine Komplexkurve durch ihren Grundriß (bis auf Parallelverschiebung) eindeutig fest- 
liegt, umhüllen die Bahntangenten der Punkte c„ im Raum tatsächlich eine komplex- 
symmetrische Kurve c,,,- W.z.b. w. 


29* 
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Durch die Sätze 8 und 9 besitzen wir eine besonders einfache Konstruktion der 
komplexsymmetrischen Kurven c,„,, und c„_, aus der Kurve c„. Der Index m kann dabei 
ganz sein oder nicht. 

Durch Fortsetzung der Konstruktion nach beiden Seiten erhält man, ausgehend von 
einer bestimmten komplexsymmetrischen Kurve c„, die unendliche Kette der komplex- 
symmetrischen Kurven 


(92) "Cm Em- 17 Ems Em+17 Em" "} 
in der jede nachfolgende die Gratlinie der Bahntangententorse der Punkte der vorhergehenden, 
und jede vorhergehende der Ort der Gratpunkte der Tangenten der nachfolgenden ist. 

In der Kette der Grundrisse dieser Kurven 


’ 


(93) Cm Cn-13 Ems m+ı Cm+2 Me 
ist jede Kurve negative Fußpunktkurve ihres Vorgängers und positive Fußpunktkurve ihres 
Nachfolgers. Allgemeiner ist jede dieser Kurven k-te negative Fußpunktkurve ihres k-ten 
Vorgängers und /-te positive Fußpunktkurve ihres /!-ten Nachfolgers. 


Die Sätze 4 und 5 nehmen im Falle der komplexsymmetrischen Kurven c„ die 


folgende einfache Gestalt an: 


Satz 10. Die von den Bahnschmiegebenen der Punkte einer komplexsymmetrischen 
Kurve cm gebildete Torse hat als Gratlinie eine komplexsymmetrische Kurve Cu+2. 

Umgekehrt folgt 

Satz 11. Die Schmiegebenen einer komplexsymmetrischen Kurve c„ haben als Ort 
ihrer Gratpunkte eine komplexsymmetrische Kurve cm -»- 

Der Beweis dieser beiden Sätze fließt unmittelbar aus Satz 6 und der Bemerkung, 
daß eine Komplexkurve von $, durch ihren Grundriß im wesentlichen (d.h. bis auf 
Parallelverschiebungen in z-Richtung) eindeutig festgelegt ist. 


III. Die einfachsten Beispiele komplexsymmetrischer Kurven. 


21. Wir erläutern im folgenden die einfachsten komplexsymmetrischen Kurven c„ und 
geben für sie normierte rationale Parameterdarstellungen in homogenen Koordinaten 
(20: 2%1:%:%) = (1:x2:y:z) an, aus denen sich die allgemeinsten Kurven c„ durch 
Anwendung der Gruppe G, der komplexen Automorphien (12) ergeben; es wird in (1) 
und (34) stets p = 1 gesetzt. 


(x) m=1. Komplexstrahlen c, 
(94) wheel zit, 
Bahntangente des Punktes S(1, 1,0, 0). 


Der Grundriß c; ist eine Gerade, nämlich die negative Fußpunktkurve des Punktes 
5’(1, 1, 0), des Grundrisses von S. Polargleichung von ce; ist 


(95) rcapo=1, 
wobei !=tg 9 ist. 
Man kann die Gerade c; auch nach (60) durch die Gleichung 
Re+iy=1,dh. r=1 


darstellen, 








di 


wo 


d.} 






































229 


Frey u. Strubecker, Die Transformationstheorie der quadratischen Linienkomplexe [{11) (22)].1. 
Der Komplexstrahl ce, liegt nach (66) auf dem Konoid 

i 2 
(96) z=tgy, d.h. z=2, 


das ein hyperbolisches Paraboloid ist, und nach (61) auf der Potentialfläche TT, 
(97) z=&$la+iy),d.h.z=y, 
die eine Ebene durch die x-Achse ist. 
($) m=2. Ebene Komplexparabel zweiter Ordnung c, 
(98) aa a = 1:1 3, 
Hüllkurve der Bahntangenten der Punkte des Komplexstrahles c, in (x). 
Die Kurve c, liegt nach (66) auf dem geraden Konoid 


(99) z= 2t1g} 


d.h. auf der Regelfläche dritter Ordnung 
y_ %&z 


(100) 


welche die z-Achse als einfache und die Ferngerade | z als doppelte Leitgerade hat. Die 
absoluten Punkte (5), J/,, Js, sind daher die Kuspidalpunkte, die Ebenen z= + 2i 
Torsalebenen der Regelfläche. Die Komplexparabel c, liegt in der Tangentenebene z = y 
der Regelfläche dritter Ordnung (100). Auch alle anderen Ebenen durch die x-Achse 
schneiden die Regelfläche (100) nach Komplexparabeln. 


Die Komplexparabel (98) liegt ferner nach (61) auf der Potentialfläche TT, 


z = 2%[(x + iy)!?] oder z= At: + iy)"? — (2 — iy)"?], 
d.h. auf der Fläche 4. Ordnung und 3. Klasse 
(101) 4a? — Ay + A—=(, 


die ein Grenzfall der Steinerschen Fläche ist. 


Der Grundriß c;, der Komplexparabel c, ist eine quadratische Parabel mit Brenn- 
punkt in 0(0, 0,0), welche im Parabelscheitel $’(1, 1,0) die Gerade c; von (x)berührt. 
c, ist negative Fußpunktkurve der Geraden c; und hat nach (65) die Polargleichung 


(102) r » cos? . =1, 


wobei t = 185 ist. 

Die kartesische Gleichung von ec; lautet nach (60) 

Rz +iy)?7]=1 oder (e+iy)”"+(2— iy)'” = 2, 

d.h. 

(103) y=4ll—2). 

(y) m=3. Kubische Komplexparabel c, dritter Ordnung und dritter 
Klasse 

(104) %G:%4:%2: =1:1— 3:3: —P:8t, 
Hüllkurve der Bahntangenten der Punkte der quadratischen Komplexparabel c, in (), 


zugleich Gratlinie jener Torse ©, die von den Bahnschmiegebenen o der Punkte des 
Komplexstrahls c, in (x) gebildet wird. 
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Die Komplexparabel c, liegt nach (66) auf dem Konoid (Regelfläche 4. Ordnung) 
y_ 2Mz—2 
x 3(9— 2?) 
und nach (61) auf der Potentialfläche 9. Ordnung und 8. Klasse TT, 
(106) z= 3&J[(x + iy)"?] oder (27 y+ 42) = 27 (2? + y?) 2. 
Der Grundriß c;, der Komplexkurve c, ist eine T'schirnhausenkubik, welche O’ al: 


Brennpunkt und die Gerade c|, aus (x) als Scheiteltangente hat, nämlich die negative Fuß- 
punktkurve der Parabel c', aus (ß). Ihre Polargleichung lautet nach (65) 


(105) 2= 3197 oder 


(107) r: co if, 


Ü 


wobei t = 185 ist. Die kartesische Gleichung der Tschirnhausenkubik ce; ist nach (60) 
(108) R[(z + iy)'®]=1, d.h. 27(2? + y?) = (4 — a). 


Unter den Schmiegebenen der kubischen Komplexparabel c,;, kommen alle singulären 
Ebenen des Komplexes (1) vor, nämlich die Fernebene » und die beiden isotropen Ebenen 
ı, und :, der z-Achse. Der Fernpunkt von c, liegt auf der Ferngeraden |z. Die »® Bi- 
planaren von c, (Schnittgeraden zweier Schmiegebenen) sind Komplezstrahlen; sie sind 
nämlich identisch mit den Bahntangenten der &* Punkte einer festen Ebene, nämlich der 
Schmiegebene o von c, im Scheitel S (t = 0). Es folgt, daß jede Schmiegebene der c, die 
Tangentenfläche von c, nach einer quadratischen Komplexparabel schneidet. 

Kubische Parabeln des Typus c, sind metrisch durch die Eigenschaft gekenn- 
zeichnet, zwei isotrope Schmiegebenen zu besitzen, deren Schnittgerade z bezüglich des 
absoluten Kegelschnittes eine Polare | z besitzt, die Tangente von c; ist. 

Solche Kurven c, sollen orthogonale kubische Parabeln und z ihre Achse heißen). 

Bemerkung. Prägt man dem Raum durch das Bogenelementquadrat 

ds? — da? + dy? 


eine isotrope Metrik auf, so hat die kubische Parabel e, in dem entstehenden isotropen Raume!®) die algebraische 
isotrope Bogenlänge 


s=3Ü+P, 
ferner die isotrope Krümmung 
9 
*"3(1+P% 
und die isotrope Torsion 
1 
zı+m' 
Aus 
A FE t 
z,., must. 
folgt, daß die kubische Parabel e, isotrope Böschungslinie ist. Tatsächlich schließen alle Tangenten mit der Ebene 
1 
= 5Y 


den festen isotropen Winkel - ein. 


®) Für die Biplanaren einer solchen orthogonalen kubischen Parabel c, folgt jetzt z. B. sofort der metrische 

Satz. Alle Biplanaren einer orthogonalen kubischen Parabel, welche gegen ihre Achse z unter festem Winkel geneigt 
sind, haben von z festen Abstand (und umgekehrt!). 

Denn alle Komplexstrahlen gleicher Neigung gegen die Schraubachse z haben von ihr auch gleichen Abstand 
(und umgekehrt). 

10) K. Strubecker, Differentialgeometrie des isotropen Raumes ] (Theorie der Raumkurven), Sitz.Ber. Akad. 
Wiss. Wien, Math.-nat. Kl., Abt. Ila, 150, 1—53 (1941). 
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(6) m=4. Komplexparabelc, vierter Ordnung und fünfter Klasse 
(109) %:%:2%:2% = 1:(1 — 12)? — AR: All — 1°): At, 
Hüllkurve der Bahntangenten der Punkte der kubischen Komplexparabel c, in (y), zu- 


gleich Gratlinie jener Torse, die von den Bahnschmiegebenen der Punkte der quadratischen 
Komplexparabel c, in (8) gebildet wird. j 


Die biquadratische Komplexparabel c, liegt nach (66) auf dem Konoid (Regelfläche 
5. Ordnung) 


x Yp y__ 16(16 — 2°) 
und nach (61) auf der Potentialfläche 16. Ordnung und 15. Klasse TI, 
(111) 3 = Aylz + iy)* 


oder 
[(z* — 322)? + 1024(2? + y?)]? — 4096 [37% + 322]2(z? + y2). 
Der Grundriß c, ist eine ebene Quartik, welche 0’ als Brennpunkt hat, nämlich die 
negative Fußpunktkurve der Tschirnhausen-Kubik c; in (y), d.h. die zweite negative 
Fußpunktkurve der Parabel c, in (8) für den Nullpunkt O’ als Pol. Ihre Polargleichung ist 


(112) r- 00 = » 
wobei ! = 187 ist; ihre kartesische Gleichung lautet nach (60) 
(112’) Rz + y-1 


oder 
4a? + y) (a + 24)? = [8 2)? + (a? + MR. 


22. Bevor wir uns den komplexsymmetrischen Kurven c,„ mit negativem ganzen 
Index zuwenden, setzen wir zweckmäßig folgendes fest: 


() m=0 gibt die Punkte «, des Raumes, genormt insbesondere den 
Punkt 


(113) u: .: =1:1:0:0, 


der für t = 0 als Scheitel S allen oben angegebenen Komplexkurven gemeinsam ist. Als 
„Tangenten‘‘ der Punkte c, seien die durch sie laufenden Komplexstrahlen bezeichnet, 
d.h. die Erzeugenden des quadratischen Komplexkegels vom Scheitel c,. Als Potential- 
fläche TT, bezeichnet man zweckmäßig das Bündel der Ebenen durch den Punkt (113). 


() m=—41. Komplexkurve c_, dritter Ordnung und Klasse 
(114) %:%:%:%=(l +12):1:—t:—t(l +12), 


Ort der Raumpunkte, deren Bahntangenten den festen Punkt c, = 5 aus (ze) enthalten, 
d. h. Ort der Gratpunkte der ©! Komplexstrahlen (Erzeugenden des Komplexkegels) des 
Punktes $, (113); zugleich Ort der Gratpunkte der ©! Ebenen des Büschels, dessen 
Achse der Komplexstrahl c, aus («) ist. 


Die Kubik c_, enthält für = + die absoluten Kreispunkte (5), J, und J,, der 
horizontalen Stellung |z = g,, und besitzt die Schraubachse z = go als Asymptote in 
ihrem reellen Fernpunkt O,. Die Komplexkurve c ist daher ein aufrechter kubischer Kreis. 
Die ©* Bisekanten von c_, sind identisch mit den Grattangenten der ©® Ebenen durch den 
Scheitel S; insbesondere sind die Grattangenten der ©! Tangentenebenen des Komplex- 
kegels von S5 identisch mit den Tangenten von c.-.. 
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In der Ausdrucksweise von Th. Reye!!) sind diese kubischen Kreise c _, die kubischen 
Ordnungskurven unseres Komplexes (1), weil alle ihre Bisekanten Komplezstrahlen sind !?). 
Die kubischen Kreise c_, werden also aus jedem ihrer Punkte durch Komplexkegel 
projiziert. Irgend zwei Komplexkegel, die eine Erzeugende gemeinsam haben, schneiden 
sich stets nach einem kubischen Ordnungskreis c_,. 

Wie schon erwähnt, bilden auch die Bahntangenten der Punkte von c_, einen 
Komplexkegel, dessen Spitze im Scheitel 5 von c_, liegt. 

Projiziert man den kubischen Kreis c_, insbesondere aus seinem Fernpunkt O,, so 
erhält man einen Drehzylinder, auf dem die Schraubachse z (Asymptote von c_,) und der 
Projektionsstrahl des Kurvenscheitels $ diametrale Erzeugende sind. 

Man entnimmt das dem Grundriß c'_, des kubischen Kreises e_,, der ein Kreis mit 


der Polargleichung 


(115) r= (008 q 
ist. Dabei ist 1 = — tg g. Aus (60) folgt als kartesische Gleichung von ce’, 
(116) Rz +iy)']=1 oder z=x2?+ y®. 


Der kubische Kreis (114) liegt nach (61) auf der Potentialfläche 3. Ordnung und 4. Klasse 
= — Ile + iy)-] 


uud ii. 
x2 + y? 9 
welche u.a. Emil Müller'®) eingehender studiert und als kubische axiale Kugel be- 


zeichnet hat. 
Ich selbst '*) habe für sie den (hier beibehaltenen) Namen Müllersche Fläche vor- 


geschlagen und einige aus der Theorie der euklidischen Schraubung erwachsende Eigen- 
schaften dieser Fläche hergeleitet, die auch in dem hiesigen größeren Zusammenhang 


noch zu erwähnen sein werden. 
Nach (66) liegt die kubische Ordnungskurve (114), c_,, auch auf dem Konoid (hyper- 


bolischen Paraboloid) 


(118) z=tgp oder 2=-, 


(117) 2 = 


auf dem auch schon der Komplexstrahl c, aus («) lag. 
(9) m = —2. Komplexkurve c_, fünfter Ordnung, vierter Klasse 


(119) %:%:8%:% = (1 + 12)?: (1 — 12): — 3: — 21(1 + 12)2, 


Ort der Gratpunkte der Tangenten des kubischen Kreises c_,, zugleich Ort der Grat- 
punkte der Tangentenebenen des Komplexkegels vom Scheitel c, = S, (113). Die Kurve 
c_, enthält den Fernpunkt O, der z-Achse und besitzt in ihm die z-Achse als Asymptote; 
sie enthält ferner die beiden absoluten Punkte J, und J, als Rückkehrpunkte. 


1) Th. Reye, Die Geometrie der Lage, 3. Abt., 3. Aufl., S. ”—12, Leipzig 1892. 

.12) Aus dieser Deutung des aufrechten kubischen Kreises als Ordnungskurve des Bahntangentenkomplexes 
einer euklidischen Schraubung (9) folgt u. a. sofort eine von J. L. Krames (Mathesis 51, 39—41 (1937)) angegebene 
und aufwendiger bewiesene Eigenschaft dieser Kurven: 

Alle Bisekanten eines aufrechten kubischen Kreises, welche von seiner Asymptote (z-Achse) gleichen Abstand haben, 
bilden mit ihr auch gleiche Winkel (und umgekehrt). 

18) Emil Müller, Die axiale Inversion, Jahresber. Dtsch. Math. Ver. 25, 209—251 (1916). 

14) Karl Strubecker, Über kubische Verwandtschaften bei nichteuklidischen Schraubungen, Sitz.Ber. Akad. 
Wiss., Wien, Math.-nat. Kl. Abt. IIa, 140, 545—578 (1931). 
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Die Komplexkurve c_, liegt nach (66) auf dem Konoid (Regelfläche 3. Ordnung) 


SR Y ZIEL... 
(120) z=2tg 9 oder ie 
und nach (61) auf der Potentialfläche 8. Ordnung und 9. Klasse TI_, 
(121) 2 = — 2%[(r + iy)"?] 


oder 
4(2? + y?) = [2r + (2? + y?) 22]?. 
Als Grundriß ce’ » der Komplexkurve (119) erhält man die Kardioide 


(122) r = cos? 5 
d.h. die Fußpunktkurve des Kreises c’, aus (£) für den Nullpunkt O’ als Pol. Dabei ist 


t= —tg S- Ihre kartesische Gleichung lautet nach (60) 
Re +iwy)3]=1 oder y?=4la?+y2)[2?+y?—ı]. 
() m=—3. Komplexkurven c_, siebenter Ordnung, fünfter Klasse 
(123) %:%:%:2% = (1 +12): (1 — 382) : — t(3 — 1?) : — 31(1 + t?)®, 


Ort der Gratpunkte der Tangenten der Komplexkurve c_, aus (9) zugleich Ort der Grat- 
punkte der Schmiegebenen des kubischen Kreises c_, aus (£). Wieder sind die absoluten 
Punkte J,, Js, singuläre Kurvenpunkte und die z-Achse ist Asymptote. 








Die Komplexkurve c _, liegt nach (66) wieder auf dem Konoid (Regelfläche 4.Ordnung) 


a f2 y_2172—2 
(124) = 3187 oder re 
und nach (61) auf: der Potentialfläche 15. Ordnung und 16. Klasse TI_, 
(125) 2= — 331 + iy) N 


oder 
[27y + 42? + y)P = 27?2(22 + y2*. 


Als Grundriß c’., der Komplexkurve (123) erhält man die Fußpunktkurve der 
Kardioide (122), c;, für den Nullpunkt als Pol mit der Polargleichung 


(126) r = c08° = 
wobei t= — tg ist, und der kartesischen Gleichung 
(127) Re + iy) 1-1 


oder 
27 (2? + y?)? = [dla + y)— ap. 


Man bezeichnet diese ebene Kurve 6. Ordnung (4. Klasse) c’_, als Cayley-Sextik. 
(() m=—4. Komplexkurven c_, neunter Ordnung, sechster Klasse 
(128) %,:%,:%:2%3 = (1 +12): [1 — 12)? — 412): — At(1 — 12): — At(1 + 12)*, 


Ort der Gratpunkte der Tangenten der Komplexkurve c_, aus (7) zugleich Ort der Grat- 
Punkte der Schmiegebenen der Quartik c_, aus (9). Die absoluten Punkte J,, J, sind 
wieder singuläre Punkte der Kurve und die z-Achse ist Asymptote. 


Journal für Mathematik. Bd. 193. Heft 3/4. 30 
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Die Komplexkurve c_, liegt wie c, auf dem Konoid (110) und auf der Potentialfläche 
24. Ordnung und 25. Klasse TI_, 
(129) 2 = 482 + 9] 
oder 
([z+(2? + y?) — 322]? + 1024 (2? + y?)}? = 409% (2? + y?) [322 + 3(2? + y?) z*]®. 


Der Grundriß c’_, ist die Fußpunktkurve der Cayley-Seztik c’, aus (n) für den Null- 
punkt als Pol; seine Polargleichung ist 


(130) r = cos! 2 
wobei = —tg 7 ist; seine kartesische Gleichung lautet nach (60) 
(131) Re +1 
oder 
{[8(2? + 92) — 2]? + (a? + y9)}? = Aa? + y?) [242° + yP) + a? 
23. Von Interesse sind auch die komplexsymmetrischen Kurven c„ mit halben Indizes 
m= an +1 u=0,+41,+2,...). Die Formel (58) gibt die folgende Darstellung dieser 


2 
Kurven (wieder mt „1, 9 =0I, „=0, p=1): 
2u+l 
e u 29 - 
s+iy= (! +itg.— 1) 
(132) 2u +1 


Die letzte Formel liefert nach (66) das die Komplexkurve enthaltende Konoid. 
Die Komplexkurve c,,,, liegt auf der Potentialfläche TT,,;ı 





2 2 
_ 
Zu+l 
(133) eye 2° (+ iy) . 
Der Grundriß c;,;, der Komplexkurve hat nach (65) die Polargleichung 
aut! 
1 
(134) ng 
c0o8 ——— 
| 2u + ) 
- und nach (60) die kartesische Gleichung 
„a3 
(135) R Ike + iyartil = 1. 


Es ist zweckmäßig, durch die Formel 
(136) 


zu neuen Parametern y überzugehen. Es ist dann 


20,7 PN, AR 
2 _ mi _ Mr _, 2 


EI y 
I 1b, 





w..r1 
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Damit folgt aus (132) die folgende Darstellung der komplexsymmetrischen Kurven 











Zu+i 
2 2 + ; Y (ch y h y \2u+1 
(137) ER. 
e 2 au +1 
oder 
| =. y Zu+1 
a u rihz,- we . 
} ir y r. u y = ]24#+1 
(138) v-%|ch,, re 
_2u+l, 2y 
ee "25 5 
Um eine rationale Parameterdarstellung zu erhalten, setzen wir 
139 Re" ERHRER. AESREHNN 
(139) t=th TEE 
Damit ist 
1—r BE. 
ch? 2(2u4 +1) ’ 
7" WOBEL, ABER: i+? NER... 


ati ia Ari T-e 
und aus (137) folgt 





f +y= (+? + 2ir)M 
(140) PIreLr | 
T T 
be ) A: 
oder 
u [(1 + 72) + 2irj?r+1 
hr ’ 
. + 7?) 
- Va (1— r2)2 ' 


Wir beschreiben wieder die einfachsten Fälle: 


(x) m=%(u= 0). Komplexkurven e der Ordnung 4 und Klasse 6 
(142) x=chy, y=shy, z= }sh 2y 


oder mit r=th $: 
(143) %9:2%,:2%:2% = (1 — 7?)?:(1 — rt): 2r(1 — r?):2r(1 + 72). 
Die Kurve c,, hat den Fernpunkt O, der z-Achse als Doppelpunkt (für = +1) und 
wird nach (135) aus ihm durch den gleichseitigen hyperbolischen Zylinder 
(144) Rz + iy®?=1, dh #2 — y=1 
30* 
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projiziert. c,, hat die «- und y-Achse als Bisekanten, ebenso alle Erzeugenden der sie 
tragenden Potentialfläche TI, (Quadrik) 


(145)  3z=-4%e+iy)®, dh z=2Y. 


Aus den absoluten Punkten (5), J/,, Js wird sie durch die isotropen Zylinder zweiter 
Ordnung 
(2, + 12)? = (2, + 212,5) 


projiziert. Die Komplexkurve c,, liegt ferner auf dem Konoid (Regelfläche dritter 
Ordnung) 


(146) a 


x? — y° ’ 
welche in gewöhnlichen, bzw. hyperbolischen Zylinderkoordinaten (o, y, 2) die Gleichungen 
(147) z=4tg2% bzw. z=}sh2y 


besitzt, die z-Achse als doppelte und die Ferngerade | z als einfache Leitgerade hat, und 
auf der weiter die Punkte (1:0:0: +:) Kuspidalpunkte und die absoluten Punkte 
Jı, Js Verzweigungspunkte sind. 


Der Grundriß c|,, der Komplexkurve (142) ist die gleichseitige Hyperbel (144). 


(#) m=—} (u=—1). Komplexkurven e_, der Ordnung 8 und Klasse 10 
... echy ee : 
m. u + 7% = hiy’ du And, 
oder mit = — th 


(149) 2%: 21:22:23 = (1 — r2)?[(1 + 72)? + 4r2]: (1 + 72)2?(1 — 72)? 
:— Hl — rn: —2rll + TB) [+ 72)? + AR]. 


Die Kurve c_,, ist der Ort der Gratpunkte der Tangenten der Komplexkurve 


€, aus (x), mit der sie auf derselben Regelfläche dritter Ordnung (146) liegt. Die Tangenten- 
fläche der Komplexkurve c,, schneidet nämlich die Regelfläche (146) noch in der Kom- 
plexkurve c_,». 


AlsGrundriß c’_,, erhält man die Fußpunktkurve der gleichseitigen Hyperbel (144), 
€}, für den Pol 0’, d.h. die Bernoullische Lemniskate 


. 1 
(150) r=YVeos2p oder v= ch 9 
bzw. in kartesischen Koordinaten 
2.00 —f 
1ER ao —_, 


Schließlich liegt die Kurve c_, noch auf der Potentialfläche 5. Ordnung, 9. Klasse n_, 


eg a 
(151) >= IHN 














[87 
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(v) m=3(u= 1). Komplexkurven ce, der Ordnung 6 und Klasse 4 


x—=ch®#_—-3ch#sh?? y=3 ch? sh 2 — sh’ 4, 


(152) 3 3 3’ 
Be 
a 
oder mit th Fr =T 
6 
(153) 1:2:%: = (l—r2%:(1 + 72) [(l + 72)? — 1272] 


:2r[31 + 17) — 402): — m). 


Die Komplexkurve c,, ist die Einhüllende der Bahntangenten der Punkte von 
Cj» aus (&) zugleich die Gratlinie der Torse der Bahnschmiegebenen der Punkte von 


I 


C_12 aus (P). 


Man erhält aus (135) als Grundriß der Komplexkurve c,,, die Kurve c,, der Gleichung 


(154) Ret+iy)=1, 
d.h. die Kurve 6. Ordnung 
(155) 27(2° + ya? = [4 — (a? — yP. 


Diese Kurve c;, ist mit der negativen Fußpunktkurve der gleichseitigen Hyperbel c\, 
aus (&) identisch. 
Die Komplexkurve c,, liegt nach (133) auf der Potentialfläche 9. Ordnung, 5. Klasse 
T;, 
(156) 2= $ [le + iy)*®] 
oder 
(27xy + 162°)? = 27?(x2? + y?)?22# 


und auf dem Konoid (Regelfläche 5. Ordnung) 





T 3 24 
oder 
Iry(3 — A2?) = (r? — y?) (273 —-A2). 
(9) m=—}; (u=—2). Komplexkurven C_33 der Ordnung 16 und 
Klasse 14 
. ch? z — 3ch = sh? T 3 ch? z sh Br — sh? = 
Sk ) we 502 ’ 
3m 29 
oder mit 7 = —tht 
2, = 1 [ll + 7)? + Are), 
(159) 1 =1+r)(1 — [ll + 79)? — 1272], 


% = — 2r(l1 — 2 [3(1 + 72)? — Ar2], 
%s = —brll + Tr) [1 + DJ)? +ArT2P. 





eu 
L. 
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Die Kurve c_,, ist der Ort der Gratpunkte der Tangenten von c_,, aus (8) oder 
Ort der Gratpunkte der Schmiegebenen von c,, aus (%). 


Die Komplexkurve c_,,, liegt mit der Kurve (152), c,,, auf demselben Konoid (157) 
und auf der Potentialfläche 21. Ordnung, 25. Klasse T\_;,. 


(160) z=— 3} [2 + iy)*®], 
d.h. 
[162°(2° + y2)? + 272yP = 27°2(2° + y»)*. 
Als Grundriß c'_,, der Komplexkurve (158) erhält man die Fußpunktkurve der 
Bernoullischen Lemniskate c’_,, aus (8) mit der Polargleichung 


(161) in [eos = j 





und der kartesischen Gleichung 
(162) Re + iy)]=1, 
d.h. die Kurve 12. Ordnung 


27(2° + ya) = [Ala® + y2?— (a? — yYP. 





Eingegangen 31. August 1953. 
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Niels Henrik Abel. 
Neue biographische Funde. 


Von Viggo Brun in Oslo. 





In der Festschrift von 1902 [1], die zur hundertjährigen Feier der Geburt Abels 
herausgegeben wurde, findet man ausführliche biographische Erläuterungen. Was später 
gefunden wurde, ist recht wenig, aber nicht ohne Interesse. Ich nehme mit Freude die 
Aufforderung an, darüber im Crelleschen Journal zu berichten. Abels Beziehungen zu 
dieser Zeitschrift waren ja so außerordentlich eng und seine Freundschaft mit Crelle sehr 
herzlich. 


Ich erwähne zunächst zwei Biographien, die nach-1902 erschienen sind, eine von 
Mittag-Leffler [2] und eine von Felix Klein [3] verfaßt. 


Die Biographie von Mittag-Leffler ist von großer Bedeutung. Sie gibt in vieler 
Beziehung neue Gesichtspunkte. Das zeigt schon folgende Bemerkung: 


„Man hat in Norwegen viele Klagen ausgesprochen über die geringe Aufmunterung, 
die Abel von seinem Heimatlande zu Teil wurde. Dies scheint mir in hohem Grade über- 
trieben zu sein. Norwegen befand sich in einer harten Umbruchszeit, nicht am wenigsten 
in wirtschaftlicher Hinsicht. Wir werden aber sehen, wie Abel trotzdem während seines 
kurzen Lebens immer wieder Helfer fand, die ihn von den schlimmsten Sorgen zu befreien 
wußten. Es soll diesen Helfern stets zur Ehre angerechnet werden, daß sie, ohne die 
Arbeiten Abels zu verstehen — denn verstanden hat sie wohl nur Holmboe, und auch er 
recht unvollkommen — dennoch sein Genie erkannten und ihr Bestes taten, um dieses 
der Wissenschaft und dem Vaterlande zu bewahren.“ 


Von Interesse ist auch Mittag-Lefflers Urteil über die Fakultäts-Entscheidung der 
Universität in Christiania (Oslo), durch die Holmboe als Universitätslehrer vorgeschlagen 
wurde und nicht Abel: 


„Die Art und Weise, wie die Fakultät ihr Urteil fällte, war ebenso gewöhnlich wie 
grundfalsch. Man ging von der Voraussetzung aus, daß der Mittelmäßige sich leichter als 
der Geniale dem Fassungsvermögen der jungen Studenten anpasse. Aber kein Mathe- 
matiker übertrifft Abel in der Klarheit und Eleganz des Stiles und in der Fähigkeit, in 
einfacher Weise selbst die tiefsten und schwierigsten Gedanken darzustellen. Man braucht 
kein großer Abelkenner zu sein, um von der Überzeugung durchdrungen zu werden, daß 
er ein Lehrer wie kein anderer hätte sein können ... Es wäre jedoch sehr ungerecht, die 
Fakultät wegen ihres schicksalsschweren Vorsehlags zu streng zu verurteilen. Sie urteilte, 
wie es die meisten tun, und andere Fakultäten hätten gewiß in derselben Weise verfahren. 
War doch Abel erst 23 Jahre alt und hatte die Zukunft vor sich; und die Fakultät konnte 
nicht wissen, daß er nur noch drei Jahre zu leben hatte.‘ 
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Von dem ersten Besuche Abels bei Geheimrat Crelle erzählt Abel selbst in einem 
Brief an Hansteen [1]. Mittag-Leffler gibt eine etwas andere Version dieses Besuches, die 
Weierstrass ihm berichtet und die dieser von Crelle selbst erfahren hat: 


„Eines schönen Tages trat ein blonder Jüngling in Crelles Zimmer, sehr schüchtern, 
sehr jugendlich und von sehr intelligentem Aussehen. Crelle glaubte, daß er ein Examen 
zu absolvieren wünsche, um in das Gewerbe-Institut eintreten zu können, und erklärte, 
daß dies mit großen Schwierigkeiten verbunden sei. Da endlich öffnete der junge Mann 
seinen Mund und sagte: „Nichs Examen, nur Mathematik.‘ Crelle erkannte, daß er es 
mit einem Ausländer zu tun hatte, und versuchte es mit Französisch, einer Sprache, die 
Abel ganz gut beherrschte, wenn auch nicht ohne Schwierigkeit. Auf die Frage Crelles 
nach seinen Studien antwortete er, daß er unter anderem Crelles eigene kürzlich (1823) 
erschienene Arbeit über „Analytische Facultäten‘‘ gelesen habe, die ihn trotz vieler Fehler 
in höchstem Maße interessiert habe. Bei dem Besprechen dieser Fehler wurde Crelle ganz 
Ohr, und nun entwickelte sich ein Gespräch, das später zu einer engen Freundschaft 
zwischen Crelle und Abel führen sollte.“ 


Wenn ich einen Einwand gegen die Biographie Mittag-Lefflers vorbringen darf, so 
kann es nur der sein, daß seine Schilderung ein wenig zu pompös ist. Zum mindesten kann 
ich mir denken, daß Abel selbst von einigen Äußerungen Mittag-Lefflers Abstand nehmen 
würde. Hierzu zwei Beispiele: 


Von der Abhandlung ‚Memoire sur les &quations algebriques oü on demontre 
l’impossibilit& de la resolution de l’e&quation generale du cinqui&me degre‘ heißt es, daß 
der 22jährige Abel dadurch ‚‚mit einem Schlage der bis jetzt größte Denker des Nordens, 
der größte Sohn seines Landes und einer der größten Mathematiker aller Zeiten und aller 
Länder geworden war.“ 


In der Schilderung von Abels letzter Arbeit heißt es: „Etwa Anfang Januar trat 
eine Erleichterung ein, und am 6. Januar 1829, einem Datum, das denkwürdiger ist in 
der Kulturgeschichte als die Gedenktage der Könige und Kaiser und der einzelnen Länder, 
schrieb Abel im Bett für Crelles Journal die größte Entdeckung seines Lebens nieder, das 
Abelsche Additionstheorem, das sogleich als ‚„monumentum aere perennius‘‘ begrüßt 
wurde und das noch hundert Jahre nach Abels Geburt einen Höhepunkt der mathema- 
tischen Entwicklung darstellt. Das Theorem war zwar in der großen Abhandlung, die für 
das Pariser Institut bestimmt war, enthalten, war aber zwischen Cauchys Papiere geraten, 
und Abel hatte allen Anlaß zu befürchten, daß diese Abhandlung verloren gegangen war, 
und wollte daher die Hauptgedanken dieser Abhandlung retten.“ 


In seinen „Vorlesungen über die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert‘ 
hat sodann Felix Klein ein schönes Bild von Abel — ‚‚diesem idealen Typ eines Forschers, 
wie ihn die Geschichte der Wissenschaft nur selten aufzuweisen hat‘‘ — gezeichnet. Und 
doch meine ich, daß seine Schilderung von Abels Leben in gewissen Richtungen ver- 
zeichnet ist. Besonders übertreibt er, wie so viele andere Biographen, die Armut Abels: 
„Abel, der aus den beschränktesten Verhältnissen stammte — er wurde am 5. August 1802 
als Sohn eines Pastors in dem kleinen norwegischen Ort Finnö geboren — war als Persön- 
lichkeit schüchtern, von Not und äußerem Mißerfolg niedergedrückt.‘‘ Es ist anzunehmen, 
daß sich Klein das Leben auf einem norwegischen Pfarrhofe weit beschränkter dachte, als 
es in Wirklichkeit war. In der Königlichen Bibliothek in Kopenhagen befindet sich eine 
Sammlung von Briefen zwischen dem späteren Admiral Tuxen und seiner Verlobten, die 
eine Schwester von Abels Mutter war. In einem ihrer Briefe aus dem Elternhaus Abels, 
dem Pfarrhofe in Gjerstad, vom 8. Februar 1807 heißt es: 
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„Sonntag hatten wir unseren galanten Ball, der um einige Tage verschoben war, da 
wir die Musik nicht früher erhalten konnten; dann aber, das kannst du glauben, hatten 
wir viel Freude: alle Verheirateten aßen zu Mittag, und wir Jungen kamen abends zum 
Tanzen, über hundert Menschen waren gewiß da. Und obgleich du fehltest, war es doch 
sehr erfreulich, da die schöne Musik alles belebte; wir hatten 3 Violinen, 2 Clarinetten, 
Waldhorn und Fagott, und du kannst glauben, daß das lieblich in unseren Ohren klang. 
Wir tanzten bis 7 Uhr morgens, ist das nicht entsetzlich ?“ 


Felix Klein schreibt weiter: „Abel war völlig Autodidakt. Der Rat einiger mathe- 
matischer Freunde und die wenigen ihm zugänglichen Bücher waren seine einzige Stütze.“ 
Ist dies nicht eine Verzerrung ? Abel hatte ja das Glück, schon als 16 jähriger einen jungen, 
intelligenten Lehrer, Holmboe, zu erhalten, der seine Studien in ausgezeichneter Weise 
leitete. Und ‚‚die wenigen ihm zugänglichen Bücher‘‘ waren gar nicht so ganz wenige! 
Abel studierte Euler, Lacroix, Francoeur, Poisson, Gauss, d’Alembert und Newton. Die 
Universitätsbibliothek in Christiania war nach der Meinung von Abel und von Professor 
Hansteen mit mathematischen Büchern recht gut versehen. Im ‚Magazin for Natur- 
videnskaberne‘“, von „einer Gesellschaft von Forschern‘ herausgegeben, kann man in 
einem Artikel (1825) „Vore reisende unge Lxrde“, der von Hansteen geschrieben ist, 
folgendes lesen: „„Herr N. Abel hält sich bis auf weiteres in Berlin auf. Die öffentlichen 
Bibliotheken dort sind, was Mathematik angeht, sehr schlecht ausgestattet (unsere 
Universitätsbibliothek ist in dieser Hinsicht viel besser versehen) und im allgemeinen ist 
das Studium der Mathematik in Deutschland sehr rückständig. Die Kenntnisse der 
Meisten erstrecken sich auf nicht mehr als auf ein bißchen Geometrie und Kombinations- 
lehre (daß deutsche wie auch englische Physiker oft die mathematischen Kenntnisse nicht 
besitzen, die zu ihrem Studium erforderlich sind, sei den Herausgebern hinlänglich bekannt: 
die Mathematik hat sich bei den Astronomen Deutschlands ihr Asyl gesucht). Bei Geheim- 
rath Crelle hat er freundliche Aufnahme gefunden und eine gute Bibliothek, und er hat 
sich mit diesem Gelehrten zusammengetan, um Mitarbeiter an einem mathematischen 
Journal zu werden; von diesem wird das erste Heft, zu dem er 4 Abhandlungen eingereicht 
hat, bald erscheinen. Der Hofrat Gauss in Göttingen arbeitet — sagt man — an einem 
großen Werke über physikalische Astronomie, von dem die drei ersten Teile bereits 
druckfertig sind, und das viel neues enthalten soll.‘ 


Felix Klein schließt seine Würdigung Abels wie folgt, nachdem er das Mozart- 
denkmal in Wien gelobt hat: 


„Jch kann es mir nicht versagen, bei dieser Gelegenheit an das ganz anders geartete 
Denkmal zu erinnern, das statt dessen für Abel in Kristiania errichtet wurde und das 
jeden, der seine Natur kennt, schwer enttäuschen muß. Auf einem hochragenden steilen 
Granitblock schreitet ein jugendlicher Athlet von Byronschem Typus über zwei greuliche 
Opfer hinweg in die Höhe. Kann man den Helden allenfalls noch als Symbol des mensch- 
lichen Geistes auffassen, so fragt man sich vergeblich nach der tieferen Bedeutung dieser 
Ungeheuer. Sind es die besiegten Gleichungen fünften Grades oder die elliptischen 
Funktionen ? Oder Kummer und Sorge des täglichen Lebens ? Der Sockel des Denkmals 
trägt in riesigen Lettern die Inschrift ABEL.“ 


Ich kann es mir nicht versagen, das Abelmonument in Oslo zu verteidigen. Muß 
man wirklich nach der Bedeutung der zwei „Ungeheuer“ fragen ? Genügt es nicht zu 
sagen, daß sie in vorzüglicher Weise den Kontrast darstellen zwischen Abel und uns, der 
großen Masse, durch zwei fast gleichartig aussehende Kerle symbolisiert, die in Finsternis 
umherirren, abwärts gerichtet, während Abel nur zu steigen scheint ? Das symbolisiert 
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meine ich, ausgezeichnet den Flug der Gedanken, den wir wohl selten erleben, den wir 
aber gewiß alle kennen. Gibt nicht gerade das Abelmonument ein erhabenes Bild eines 
solchen glücklichen Augenblickes in der Welt der Gedanken wieder ? 


Auch in französischen Biographien wird die Armut Abels übertrieben. Man kann — 
noch in den jüngsten Veröffentlichungen — lesen, daß Abel starb ‚dans la misere‘‘, und 
daß er so arm war, daß er von Paris nach Norwegen zu Fuß gehen mußte. Beide Behaup- 
tungen sind falsch. Schon Holmboe widerspricht der ersten. Aber wie kann die ziemlich 
verbreitete Legende, daß Abel zu Fuß von Paris nach Norwegen ging, entstanden sein ? 
Eine Möglichkeit zur Erklärung findet man vielleicht im Nekrolog von Libri [4] über 
Abel, 1834 geschrieben. Es heißt da: „Il faut le dire, Abel n’obtint aucun succes ä Paris. 
De retour dans sa patrie apres un voyage de vingt mois, il ne put avoir aucune place, 
aucun secours.‘‘ Hat man dies vielleicht so aufgefaßt, als ob die Reise Abels von Paris 
nach Norwegen 20 Monate gedauert habe ? In Wirklichkeit hat die ganze Reise Abels 
20 Monate umfaßt. Dies hat gewiß auch Libri ausdrücken wollen. Seine Wendung läßt 
sich aber wohl mißverstehen. 


Von norwegischen Biographien nach 1902 erwähne ich die von Fr. Lange-Nielsen, 
der auch den Prioritätsstreit zwischen Abel und Jacobi behandelt [5c]. Ich füge hinzu, 
daß im Sommer 1954 eine größere Abelbiographie (in norwegischer Sprache) von Oystein 
ÖOre erscheinen wird. 


In der Festschrift von 1902 findet man mehrere Briefe, die mehr als alles andere 
einen lebendigen Eindruck von Abel und seiner Umgebung wiedergeben. Im Jahre 1929, 
hundert Jahre nach Abels Tod, wurden einige neugefundene Briefe veröffentlicht [6]. 
Zwei von diesen haben besondere Bedeutung. Sie sind von Professor Hansteen geschrieben. 
Abel und seine Freunde befanden sich damals auf der Reise von Berlin nach Italien. Der 
erste Brief ist an einen dieser Freunde, Chr. Boeck, gerichtet und am 23. 3. 1826 ge- 
schrieben: „Grüßen Sie mir den guten Abel in freundlichster Weise und sagen Sie ihm, 
daß ich ihm mit der nächsten Post schreiben werde. Wegen des Schicksals seiner Zukunft 
kann er beruhigt sein.... Warum aber dieser Thor i Uka sich nach Leipzig und ins Rhein- 
land schwingen will, weiß ich nicht. Es ist wohl schon der Begleitung wegen: er muß auf 
seine eigene unregelmäßige Manier umherflattern, gleich wie ein Schmetterling, der mehr 
aus Flügeln als aus Körper besteht. Doch ich hoffe, Sie und er verstehen, daß ich nur im 
Scherz rede. Man muß jeden auf seinen eigenen Beinen laufen lassen, selbst ihn, der seine 
Stiefel schief tritt. Sollten Sie glauben, daß er wegen meines Scherzes empfindlich wird, 
so zeigen Sie ihm diese Zeilen nicht; denn ich habe nicht das Herz dazu, ihm auch nur 
einen unangenehmen Augenblick zu bereiten. Er wird stets zum Ziel gelangen, ob er auch 
eben nicht steifbeinig geht.‘ 


Drei Monate später erhielt Abel selbst einen Brief [6] von Hansteen, wo es heißt: 


„Nun zum Schluß, mein guter Abel, muß ich Ihnen für Ihre freundlichen Briefe 
danken... Seien Sie versichert, daß ich und meine Familie vollkommen alles das erkennen, 
was gut und liebenswert bei Ihnen ist, ungeachtet dessen, daß wir klar auch einige kleine 
Schwächen sehen.“ 


Eine dieser kleinen Schwächen war sicherlich Abels Mangel an wirtschaftlichem 
Sinn. Von Berlin nach Paris über Venedig zu reisen statt über Göttingen, wo Gauss 
wirkte, war natürlich nicht vernünftig, und sein großes Interesse am Theater kostete Abel 
gewiß nicht wenig Geld. „In Wien gibt es fünf Theater, die ich noch alle besuchen muß“, 
schreibt er in einem Briefe an Holmboe, und fährt fort: „Ein ausgezeichnetes Theater ist 
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doch ein ganz ausgezeichneter Genuß. Uns fehlt das leider vollständig, und wir werden 
es auch zweifellos nie besitzen.‘ 


Mittag-Leffler kommentiert diese Bemerkung Abels mit den Worten: „In der 
Zukunft zu lesen ist nicht leicht, selbst für einen Abel nicht!“ 


Nachdem Abel und seine Freunde, Keilhau und Boeck, Norditalien besucht hatten — 
man kann noch ihre Namen im Gästebuch des Hotels „Nave d’Oro‘“ in Predazzo lesen — 
kam Abel am 10. Juli 1826 nach Paris. „Endlich bin ich jetzt am Brennpunkt aller meiner 
mathematischen Wünsche angekommen, in Paris‘‘, schreibt er an Hansteen. 


Man weiß jetzt etwas mehr als im Jahre 1902 von den Beziehungen zwischen Abel 
und der französischen Akademie, nachdem deren Verhandlungen veröffentlicht sind [7]. 


Ungefähr ein Jahr, nachdem Abel seine Abhandlung ‚„Memoire sur une propriete 
generale d’une classe tres-&tendue de fonctions transcendantes‘‘ der Akademie vorgelegt 
hatte, wurden in einer geheimen Sitzung der mathematischen Sektion, die ein korrespon- 
dierendes Mitglied zu wählen hatte, folgende sechs Namen in Vorschlag gebracht: Ivory 
a Londres, Jacobi a Berlin, Abel a Orleans, Poncelet ä Metz, Libri ä Florence, Babbage 
a Londres. Obgleich die Adresse Orl&ans mystisch ist, kann kein Zweifel darüber herrschen, 
daß hiermit Niels Henrik Abel gemeint ist. Ich habe eben Gelegenheit gehabt, in Paris 
das Papierstückchen zu sehen, auf dem ursprünglich die sechs Namen aufgezeichnet 
waren. Erst hatte man sowohl Jacobi als auch Abel als Adresse Berlin beigelegt. Dann 
war die Adresse Abels nach Durchstreichung von Berlin durch Königsberg ersetzt. Da 
wohnte ja Jacobi! Die Adresse Orleans ist wohl nachher als Schreibfehler für Berlin 
eingetragen. In der nächsten Sitzung wurde Ivory gewählt. Abel selbst wußte sicherlich 
nichts von diesem ehrenvollen Vorschlag. 


Gewiß war es Abel auch unbekannt, daß Legendre, Poisson, Lacroix und Maurice 
am 15. September 1828 an Carl Johan, König von Schweden und Norwegen, ein Schreiben 
geschickt hatten, worin sie seine Aufmerksamkeit auf Abel lenkten, [8a] oder [5b]. Man 
bemerkt, daß Cauchy nicht unterschrieben hat. 


Auch Crelle erwähnt diese Zuschrift an Carl Johan [9] in einem Schreiben an das 
Ministerium in Berlin. Er versucht Abels Berufung nach Berlin dadurch zu beschleunigen. 
Crelle erwähnt bei derselben Gelegenheit, daß er ganz zufällig von Plänen erfahren habe, 
Abel nach Kopenhagen zu berufen. 


Man glaubte früher, daß Legendre und Cauchy gar keinen Bericht über Abels Pariser 
Abhandlung abgegeben haben. Man weiß jetzt, daß sie einen solchen am 29. Juni 1829 
erstatteten [5a]. Es heißt hier zum Schluß: „Nous devons observer ici que, diverses 
eirconstances ayant retarde la presentation de ce Rapport, M. Abel a pris le parti de faire 
imprimer une portion de son Memoire dans le Journal de Mathematiques de M. Crelle. 
Cette partieularit& aurait pu changer notre Rapport en un Rapport verbal. Mais nous 
avons appris rö&cemment que ce jeune geomötre, qui donnait de si belles esp6rances et 
qui a deja rendu de grands services aux sciences, vient de succomber au moment oü il 
preparait de nouveaux Memoires. Cette fächeuse nouvelle pouvait nous faire craindre 
que les geomötres ne fussent prives de la publication de l’ouvrage que nous avons entre 
les mains. C’est pourquoi nous avons cru convenable de proposer ä l’Academie de conserver 
un des titres de gloire de l’auteur en inserant son ouvrage dans le recueil des Savants 
etrangers. Signe ä la minute: Legendre, Cauchy Rapporteur. L’Academie adopte les 
conclusions de ce Rapport.‘ 

Die Abhandlung wurde jedoch erst 1841, zwölf Jahre nach Abels Tod, in „Savants 
etrangers“ gedruckt. Man gab Libri den Auftrag, die Drucklegung zu besorgen. In „Savants 
3l* 
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etrangers‘“ kann man im Anschluß an Abels Abhandlung folgenden Zusatz lesen ([10] 
und [11]): „L’Acad&mie m’ayant fait ’honneur de me charger de surveiller l’impression 
de ce M&moire, je me suis applique ä corriger, autant que possible, les fautes d’impression. 
CGependant, n’ayant pas le manuscrit sous les yeux au moment oü je livrais les &preuves, 
je ne saurais me flatter d’avoir toujours r&ussi. Il m’a m&öme sembl& que dans certains 
endroits (notamment dans les consequences et les developpements nume6riques tires de 
l’inegalit& 103), il y avait quelques inexactitudes de calcul mais je ne me suis pas cru 
autorise A rien changer dans ce beau travail. J’ai donc obtenu de l’Acad&mie la permission 
d’inssrer iei cette note, que je ne saurais terminer sans exprimer encore une fois mon 
admiration pour l’illustre g&ometre de Christiania, dont la science deplorera toujours la 
fin prematur6e. G. Libri. 


Als Sophus Lie und Sylow an der Herausgabe von Abels gesammelten Werken 
arbeiteten, versuchten sie, das Originalmanuskript Abels zu erhalten. In einer Note 
schreiben sie [11]: „Il nous a paru tres desirable de pouvoir collationner le m&moire 
imprim6 avec l’original, et M. Lie obtint en 1874 de l’Acade&mie des Sciences de Paris la 
permission de consulter le manuscrit d’Abel; mais il fut constate dans les archives de 
l’Academie que ce manuserit ne s’y est pas trouv& apres l’impression du memoire. 


Bis jetzt hatte man gewöhnlicherweise geglaubt, daß das Manuskript ‚endgültig 
verloren‘‘ gegangen war — wie Felix Klein behauptet — oder daß es sich bei einem 
Manuskriptensammler befinden könne. Libri könnte es verkauft haben. Die Geschichte 
Libris ist gewiß bekannt genug. Man kann sie nicht mit größerer Diskretion wiedergeben, 
als es Lebesgue getan hat, der Libris Namen in seiner Antrittsvorlesung im College de 
France erwähnte, als er auf seine Vorgänger zu sprechen kam. Lebesgue sagte [12]: 
„Libri, plus historien que mathematicien, n’enseigna que jusqu’en 1846; il se fit alors 
supplöer par Amiot. En 1848 il s’enfuit en Angleterre; le cours fut assure par Hermite. 
Soyons reconnaissants ä Libri de nous avoir permis d’inscrire le glorieux nom d’Hermite 
parmi ceux des Professeurs de la Maison et oublions le proc&d@ que Libri y employa.‘ 
Im Jahre 1937 hat übrigens Giacomo Candido eine Schrift zur Verteidigung l.ibris 
herausgegeben [14]. 


Als ich im Oktober 1952 Florenz besuchte, habe ich Professor Sansone gefragt, ob 
man in der mathematischen Bibliothek literarische Hinterlassenschaften von Libri besitze. 
Er hat mich auf eine Abhandlung [13] von Giacomo Candido vom Jahre 1942 hingewiesen 
mit dem Titel ‚„Sulla mancata publicazione della celebre Memoria di Abel‘. Hier wird 
unter „‚fonti e doeumenti‘ folgendes erwähnt: 4°. A. Legendre — Nota autografa, rivenuta 
nel Fondo Palagi-Libri, attaccata alla Copia, fatta dal Libri, della „„Memoria di Abel‘ — 
Moreniana di Firenze, filza 436, inserto N. 2“. Die von Legendre eigenhändig geschriebene 
Erklärung ist in der Abhandlung Candidos wiedergegeben und lautet: 


„Ce M&moire a &t& mis d’abord entre les mains de M. Le Gendre qui l’a parcouru, 
mais voyant que l’&criture &toit peu lisible et les caracteres algebriques souvent mal forme6s, 
il le remit entre les mains de son confrere, M. Cauchy avec priöre de se charger du rapport. 
M. Cauchy distrait par d’autres affaires et n’ayant regu nulle provocation pour s’occuper 
du Memoire de M. Abel, attendu que celui-ci n’etait rest que peu de jours a Paris aprös 
la presentation de son M&moire ä l’Academie, et n’avait charge personne de suivre cette 
affaire aupres des commissaires, M. Cauchy, dis-je, a oubli& pendant tres long temps le 
Memoire de M. Abel dont il &toit depositaire. Ce n’est que vers le mois de mars 1829, que 
les deux Commissaires apprirent, par l’avis que l’un d’eux r&gut d’un savant d’Allemagne, 
que le Memoire de M. Abel, qui avait et& present a l’Academie, contenait ou devait 
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contenir des resultats d’analyse fort interessants, et qu’il etait etonnant qu’on n’en eüt 
pas fait de rapport ä l’Academie. Sur cet avis M. Cauchy rechercha le Memoire, le trouva 
et se disposait ä en faire son rapport; mais les Commissaires furent retenus par la con- 
sid6ration que M. Abel avait deja publie dans le Journal de Crelle une partie de son 
Memoire prösente a l’Academie, qu’il continuerait probablement ä faire paraitre la suite, 
et qu’alors le rapport de l’Academie, qui ne pouvait &tre que verbal, deviendrait intem- 
pestif. 

Dans cet etat de choses nous apprenons subitement la mort de M. Abel, perte tr\s 
fächeuse pour les sciences, et qui parait maintenant rendre le rapport necessaire pour 
conserver s’il y a lieu, dans le recueil des savants etrangers, un des prineipaux titres de 
gloire de son auctor.‘“ 

Mein erster Gedanke war, daß die Erläuterung: ‚‚copia, fatta dal Libri‘ vielleicht 
auf einem Mißverständnis beruhe. Sollte Libri sich wirklich die große Arbeit gemacht 
haben, die lange Abhandlung von Abel abzuschreiben ? Ganz unmöglich war es zwar 
nicht! Er könnte es getan haben, um das Manuskript für die Setzer leichter lesbar zu 
machen. Man weiß sogar, daß von einer solchen Abschrift durch Libri die Rede gewesen 
ist [1]. In einem Brief vom 11. April 1832 schreibt Minister Löwenhielm in Paris an 
Hansteen (?): „Hinsichtlich Abels hier nachgelassenen Arbeiten habe ich von keiner 
anderen als von seiner „M&moire sur les fonctions transcendentales‘‘ erfahren. Sie wurde 
bei Herrn Cauchy gefunden und sollte von Herrn Liberi abgeschrieben werden, als dieser 
von der hier umgehenden Krankheit erfaßt wurde .. .“ 

Wahrscheinlicher ist es aber wohl, daß das Manuskript in Moreniana das Original- 
manuskript von Abel sein könne, meinte ich, als ich mich auf den Weg dorthin begab. 

Es war daher ein Augenblick großer Spannung, als ich — mit Hilfe von Professor 
Procissi — in der Bibliothek Moreniana das alte Manuskript öffnete. Da lagen die gelb- 
braunen Blätter, dicht beschrieben, „par N. H. Abel, Norvegien‘‘ stand unter dem Titel. 
Diese Handschrift sollte ich wohl kennen! Sie müßte gewiß von Abel selbst herrühren! 
Die Buchstaben waren klein, der Platz bis zum äußersten ausgenutzt, beide Seiten der 
Bogen beschrieben. Zum Schluß sah man die Adresse Abels in Paris „Rue St. Marguerite 
No 41 faub. St. Germain‘ (jetzt rue Gozlin). Waren es wirklich diese Papiere, über die 
Abel in Paris gebeugt saß, als er die Abhandlung abschloß, von der er an Holmboe schrieb: 
„lch darf ohne Prahlerei sagen, daß sie gut ist!‘ ? Zwei Drittel des Manuskripts fehlten 
leider, nämlich die Mitte der Abhandlung. 

Ein Mikrofilm des Manuskripts mit der Erklärung Legendres und mit einer Schrift- 
probe von Libri wurde an das mathematische Institut in Oslo geschickt. Die Kopien 
wurden dem Gerichtschemiker in Oslo übersandt zum Vergleich mit Exemplaren der 
großen Sammlung von Abelmanuskripten in der Universitätsbibliothek in Oslo. Die 
Erklärung des Gerichtschemikers schließt folgendermaßen: ‚Die angeführten und eine 
lange Reihe weiterer Übereinstimmungen wirken völlig überzeugend, und ich kann nach 
der vorgenommenen Untersuchung als meine feste Überzeugung aussprechen, daß die 
Originale der vorgelegten Fotographien des Manuskripts Niels Henrik Abel persönlich 
geschrieben hat.‘‘ Er erklärte auch später, daß der zitierte Zusatz im Manuskript sicherlich 
von Legendre persönlich geschrieben war. 

Wo aber konnte das Mittelstück der Abhandlung sein ? Ich schrieb später an 
Professor Sansone und fragte ihn, ob er vielleicht veranlassen könne, nach weiteren Bogen 
des Manuskripts in Moreniana zu suchen. Ich erhielt dann die erfreuliche Nachricht, daß 
es Professor Procissi gelungen war, indem er die Sammlung Bogen für Bogen durchging, 
bis auf 8 Seiten das ganze Manuskript zu finden. 
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Ich habe die Kopie von Abels Manuskript mit dem gedruckten Text in „Me&moires 
presentes par divers savants ä l’acad&emie royale des sciences de l’institut de France‘ 
(tome septieme 1841), verglichen. Ich habe ca. 36 sprachliche Differenzen gefunden, 
sämtlich unbedeutend. Wo Abel z. B. ‚‚qu’on fait‘‘ hat, heißt es ‚„‚qu’on fasse‘ in „Savants 
etrangers‘‘ usw. 


Wo es sich um sachliche Differenzen handelt, muß man sagen, daß die Korrektur, 
die Libri besorgt hat, recht sorgfältig gewesen ist. Man hat den Eindruck, daß Libri die 
Abhandlung im Detail studiert hat. An mehreren Stellen bringt Libri Hinweise auf frühere 
Formeln, Hinweise, die Abel nicht hat. An Differenzen in den Formeln habe ich 46 
bemerkt. Ein Teil davon sind Berichtigungen von Schreibfehlern in Abels Manuskript. 
So viel ich sehen kann, sind keine der Differenzen derart, daß sie zum wesentlich besseren 
Verständnis der Abelschen Arbeit bedeutungsvoll sind. In der Ausgabe der gesammelten 
Werke Abels von Sophus Lie und Sylow sind die meisten Druckfehler schon berichtigt. 
Formel 103, die von Libri — als unsicher — erwähnt wurde, befindet sich auf einer 
der acht Seiten, die noch fehlen. 


Zum Schluß muß ich noch ein anderes handschriftliches Exemplar der Abelschen 
Abhandlung erwähnen, das sich in der Biblioteca Nazionale in Roma befindet. Poul 
Heegaard fand es 1942 und glaubte, das verlorene Abelsche Originalmanuskript entdeckt 
zu haben. Kopien auch dieses Manuskripts wurden von dem schon erwähnten Gerichts- 
chemiker untersucht. Er erklärte damals, daß er „es beinahe als ausgeschlossen ansehe, 
daß dies Manuskript von Abel geschrieben sein könne‘ [8b]. Das Romamanuskript ist 
fast identisch mit der gedruckten Abhandlung in „Savants etrangers‘‘ und ist aller Wahr- 
scheinlichkeit nach eine Abschrift davon. Zum mindesten überzeugt man sich leicht, daß 
das Manuskript, das den Setzern der „Savants &trangers‘‘ vorlag, das Abelsche Original- 
manuskript war. Jedesmal, wenn der Setzer eine Seite in „Savants etrangers‘ fertig- 
gestellt hatte, hat er im Abelschen Manuskript eine Markierung angebracht. 


Die Fotokopien der ersten und letzten Seite des Abelschen Originalmanuskripts 
aus der Moreniana in Florenz sind am Schluß dieses Aufsatzes reproduziert. 


Eingegangen 12. Oktober 1953. 
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Über die Dichte von gewissen Zahlenmengen. 


Von Hans-Joachim Kanold in Gießen. 


In der vorliegenden Note sollen Mengen von natürlichen Zahlen betrachtet werden, 
deren Elemente durch ihre größten quadratischen Teiler charakterisiert werden, ferner 
dadurch, daß sie alle zu einer gegebenen Zahl relativ prim sind. Wir beweisen zuerst den 

Hilfssatz 1. Es sei A die Menge von natürlichen Zahlen, für die jedes ae die 
Bedingung 

a = f(a) (Q(a))? > f(a) d* 


erfüllt, wobei (Q(a))® den größten quadratischen Teiler von a und d eine feste natürliche 
Zahl bedeute. Dann ist die natürliche Dichte dieser Menge 
641 
ER TE A” 
DNA) = 1 = 2 FE 
Beweis. Für jedes ae \,a<N gilt 
(1) f(a) d? < f(a) (Ola)? <N. 


Daraus gewinnen wir 
N 








(2) fa<|.|=N. 
Bei festem f ist die Anzahl der zu diesem f gehörigen ae X, a < N gegeben durch 
(3) IV} +1. 
Wir erhalten damit 
N’ [N 
Wie man sieht, ist 
N IN 
6) zen |/F|-#- 
Zur Abkürzung setzen wir 
IN \ 
(6) ol) r|-a+1)=s0 
und _ 
N i 
(7) #]=% j=12...@. 
Damit erhalten wir 
Na N d-1 N; 
(8) AN=2s)=3s— 2 zZ s(). 
f=1 j-1 j=1 4=N;,1 +1 
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NV 
Nun ist für N,,, +1 =sf=<s N, immer Vz] = j, somit 


N d-1 N; 
(9) HR EU SEHE Ar zZ |auW)|. 


=N;41 +1 
Bekanntlich ist die natürliche Dichte aller quadratfreien Zahlen!) 


(10) im 4 5 Ju|= 
N>o N = iR E ne 
N j N j N; +1 
Beachten wir, dß 3 =_3— gilt, so erhalten wir aus (9) 
1 


N;yı tl 1 


A(N tr a-ı N, Fi 
en ei Pe 72 
Bei festem d folgt aus N — © auch 
(12) N, 0; n > = 
Aus (10) und (11) erhalten wir sodann 
(13) D’A)=1— 4. 2 u 
Rn j-r ] 


Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 
Aus Hilfssatz 1 und (10) erhalten wir sogleich als Folgerung 


Hilfssatz 2. Die natürliche Dichte aller Zahlen, deren größter quadratischer Teiler genau 


d? beträgt, ist made‘ 


Beweis. Wir brauchen nur die Differenz 


6 #14 6 244 6 
Hear u Ri m, ) nd: 
zu bilden. 
Der Hilfssatz 2 ist enthalten in dem allgemeinen 
Satz. Es sei T die Menge aller natürlichen Zahlen, die zu den Primzahlen q,, 93, - - -, Qı 
teilerfremd sind und deren größter quadratischer Teiler genau eine feste Zahl d? ist. Dann folgt 
6 . Qi 
D*(?) = II 


ad; +1' 
Beweis. Die kanonische Zerlegung von d? in ein Primzahlpotenzprodukt sei 


(14) d=p'- pr. 
Wir denken uns zuerst aus der Menge aller natürlichen Zahlen die entfernt, die durch 
eng (A=41,...,l) teilbar sind. Die natürliche Dichte dieser Zahlenmenge ist 

1 
(15) D=-] (1-,.)- 
A=1 Gr 

Jetzt nehmen wir noch alle Zahlen heraus, die Vielfache von p? sind, wobei für die Prim- 
zahl p die Bedingung (p, pı‘'* PxQı°'' qı) = 1 gelten soll. Die natürliche Dichte der so 
entstehenden Zahlenmenge ist 


!) Vgl. E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Leipzig 1909, S. 580ff. 
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h 1 rn 1\ 
16) DI 1) = "BALN N 
(16) N ” | p? ” + 1 ku pP nl „) 


(p,p 77) 1 


Beachten wir, daß die natürliche Dichte aller quadratfreien Zahlen?) gleich 7] E = . 
» 


beträgt, so ergibt sich aus (16) sogleich p 

k 
(17) I _ 
Schließlich entfernen wir auch noch alle Vielfachen von p’*' ®(z—=1,...,k). Dann 
erhalten wir eine Menge von natürlichen Zahlen, deren Elemente zu 9,93: : : g. teilerfremd 
sind und deren größter quadratischer Teiler ein Teiler von d? ist. Ihre natürliche Dichte 
beträgt 

35. 1 
(18) = a (h=-5s)al-- ) 
\ p PIu-ı Pa 
(pP Pr ap) l % 

6 I Gr k ( 1 1 


_ 1+ R ee Au - ee 
n® Zu +1 zu pP; , p: “ P 


u 5. 


k 
TU+pR+Pp+"+P)). 


nl u VA + 1 x 


Daraus folgt die Richtigkeit des obigen Satzes, zunächst für d? — p*! und, wie man leicht 
sieht, auch für beliebiges d’?. 


:) Vel. a.a.0.°). 


Eingegangen 23. Januar 1954. 








